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Общее описание работы. Настоящая диссертационная работа посвящена разработке эффективных численных методов моделирования распространения вредных примесей в атмосферном воздухе промышленных городов Казахстана. Для исследования рассматривается модель пограничного слоя атмосферы. Модель пограничного слоя атмосферы основывается на многомерных (пространственных) нестационарных задачах, связанных с системами уравнений. Физические процессы в пограничном слое описываются уравнениями Навье-Стокса.
Для учета сложного характера рассматриваемой системы возникает необходимость создания вычислительного аппарата, который даст возможность учесть такие факторы, как гидрометеорологические условия, орографические неоднородности местности, трансформации веществ за счет химических и фотохимических превращений, взаимодействия с подстилающей поверхностью, которые оказывают значимое влияние на процесс распространения вредных веществ в атмосфере местности. 
Движение воздуха в атмосфере происходит при непрерывном распределении давления. Неравномерность распределения давления обусловлена процессами теплообмена в атмосфере и на ее границе с земной поверхностью. Атмосферные движения в сочетании с тепло- и влагообменом представляют собой основные факторы, определяющие погоду и климат. Изучая атмосферные движения в совокупности с термодинамическими процессами, определяются основные законы погоды и климата, с помощью которых решаются различные практические задачи, главными из которых являются экологические проблемы.
Для математического моделирования процессов в атмосферном воздухе используются системы уравнения пограничного слоя атмосферы, на основе которых лежат уравнения Навье-Стокса.
На протяжении многих десятилетий для решения уравнений Навье-Стокса (N-S) разрабатывались различные численные методы, такие как метод конечных разностей, метод конечных элементов, метод конечных объемов. Метод конечных разностей на разнесенных сетках, или метод маркеров и ячеек, является широко используемым и эффективным численным подходом для решения уравнений Навье-Стокса, известным своей простотой и эффективностью.
Для численного решения рассматриваемой модели применяется метод конечных разностей на разнесенных сетках, также известный как метод маркеров и ячеек (МАС), а так же модифицированный подход в виде трехшаговой схемы расщепления по физическим процессам, отличающийся от классической схемы использованием неявных разностных схем на первом и втором этапах расщепления.
В рамках диссертационной работы исследованы аппроксимационные свойства построенных разностных схем, а так же исследованы вопросы устойчивости и сходимости разностных решений методов типа "крупных частиц" решения уравнений Навье-Стокса и уравнений пограничного слоя атмосферы, включая трехшаговую схему расщепления с неявными разностными схемами для численной реализации и априорных оценок второй производной вектора скорости и градиента давления.
Дифференциальные уравнения, лежащие на основе рассматриваемой модели аппроксимируются разностной схемой с применением интегро-интерполяционного метода. Аппроксимация граничных условий реализуется разложением в ряд Тейлора. 
Для исследования устойчивости схемы применяются неравенства Коши-Буняковского, Юнга, леммы Гронуолла для нелинейных членов уравнений.
Во многих исследованиях для численного решения эллиптического уравнения для давления, полученного в рамках уравнений гидродинамики, применяются граничные условия Неймана. Однако такой подход не всегда корректно отражает физическую постановку задачи, особенно в случае сложных течений с учетом конвективных эффектов. В данной работе предложен альтернативный метод, основанный на корректной аппроксимации граничных условий Неймана для эллиптического уравнения на давление, возникающего на промежуточных этапах расщепления.
Для валидации предложенного подхода проведены численные расчёты на тестовой задаче конвективного течения жидкости в прямоугольной каверне с движущейся крышкой. Данная тестовая задача позволяет оценить точность и стабильность численного метода при моделировании конвективных процессов.
В этом случае используется трехэтапная схема ращепления, обеспечивающая эффективное численное решение задачи с учетом сложных динамических процессов переноса загрязняющих веществ. 
С применением разработанной методики в рамках данного исследования был разработан и внедрен численный алгоритм для моделирования процессов, происходящих в пограничном слое атмосферы. Разработанный алгоритм был протестирован и реализован на практике, что позволило провести моделирование распространения вредных примесей в атмосфере промышленного города Усть-Каменогорска. В процессе численной реализации алгоритма учитывались различные физические и химические процессы, влияющие на динамику примесей.
Так же в диссертационной работе рассматриваются вопросы переноса загрязняющих веществ в атмосферном воздухе промышленных городов с уточнением концентрации выбросов от производственных предприятий. 
Для численной реализации был разработан комплекс прикладных программ, написанных на высокоуровневом языке программирования Python. Этот набор программ включает различные модули и функции, которые обеспечивают решение задач, связанных с моделированием процессов в пограничном слое атмосферы. Библиотеки Python позволяют эффективно управлять данными, проводить сложные вычисления и визуализировать результаты моделирования, что делает процесс разработки и анализа более удобным и продуктивным. 
Конечным продуктом исследования является информационно-аналитическая платформа для поддержки и принятия решений в области региональной экологической политики, на основе признанных международных индексов оценки качества атмосферы.
 На основе платформы лежит аналитическая обработка больших данных на основе методов интеллектуального анализа данных для выявления скрытых закономерностей и вычислительно эффективные математические алгоритмы совместного использования моделей и данных наблюдений для идентификации источников загрязнений, со сформированной актуальной базы данных качества атмосферного воздуха.
Актуальность работы. Промышленные города Казахстана сталкиваются с высоким уровнем загрязнения воздуха из-за отсутствия НДТ на предприятиях, слабой транспортной инфраструктуры и низкой экологической осведомленности населения [1]. В 2024 году Казахстан занял 40-е место среди наиболее загрязненных стран мира [2], однако мониторинг качества воздуха во многих городах остается фрагментарным. В 2023 году среднегодовая концентрация PM2.5 в Казахстане в четыре раза превышала рекомендации ВОЗ. Исследования [3-4] выявили высокий риск хронических заболеваний, связанных с загрязнением воздуха тяжелыми металлами, особенно в Усть-Каменогорске, Алматы и Балхаше.
Результаты изучения качества воздуха в промышленных городах, выполненные зарубежными и отечественными учеными, указывают на недостаточность информации о загрязнении атмосферы и отмечают необходимость проведения детальных исследований [5-8]. 
Экспериментальные исследования, направленные на изучение последствий техногенного воздействия, требуют значительных финансовых ресурсов и осложняются широкими пространственными масштабами процессов. В отдельных случаях их проведение может спровоцировать необратимые изменения в экосистеме. Кроме того, данный метод не позволяет полноценно учитывать критически важные факторы, влияющие на динамику распространения примесей, включая метеорологические условия, топографические особенности рельефа, химические и фотохимические превращения веществ, а также их взаимодействие с поверхностью подстилающего слоя.
Математическое моделирование экологических проблем играет ключевую роль в решении данной задачи.
По всему миру существует множество научных публикаций, посвященных этой теме, в которых рассматриваются различные методы моделирования распространения загрязняющих веществ в атмосфере. Математическому моделированию процесса загрязнения атмосферного воздуха посвящены работы Марчука Г.И. [9-10], Пененко В.В. [11-14], Алояна А.Е. [15-19], Бакланова А.А.[20], Берлянда [21], Nieuwstadt F. [22-23], Van Dop H. [24-25], , Монина А.С. [26-27], Deardorff, J. W. [28-32], Sharan, M., Gopalakrishnan, S. G. [33-37], Wyngaard, J. С. [38], Jonathan E. Pleim [39-40], Troen I. B., Mahrt L. A [41], McNider R. T. [42-46], и других [47-49].
В книге Г.И. Марчука [9] моделирование распространения примесей в атмосфере представлено как модель пограничного слоя атмосферы и задачи переноса. Рассматриваются процессы адвекции, турбулентной диффузии, химических превращений и внешних источников. Особое внимание уделяется математически корректной постановке граничных условий и численной реализации модели для нестационарной, неоднородной атмосферы.
	В работах Olsen H.R. [50–51] вопросам атмосферного загрязнения посвящено значительное внимание. Для описания переноса газов и аэрозолей от точечных источников использовались упрощённые модели гауссовского типа. При моделировании учитывались такие параметры, как высота выброса, скорость воздушного потока и ряд других метеорологических характеристик. Вместе с тем, подобные модели в основном ориентированы на условия равнинного рельефа, что существенно ограничивает их применимость в зонах с выраженной орографией.
В работе [52] получены аналитические решения уравнения атмосферной диффузии с учетом нескольких источников, зависимости скорости ветра и коэффициентов диффузии вихрей от высоты. Рассматриваются различные граничные условия (Неймана, Дирихле, смешанные), а решения для одного источника включают мощность выброса и коэффициенты рассеивания. В работе предложена методология суперпозиции функций Грина, позволяющая моделировать концентрации загрязняющих веществ от точечных, линейных и зональных источников.
В работе [53] представлена модель для прогнозирования динамики фотохимического загрязнения воздуха в городской атмосфере, с применением к району Лос-Анджелеса. В части I формулируются основные уравнения модели, учитывающие транспорт и химические превращения загрязнителей. Описано моделирование метеорологических параметров — высоты инверсии, поля ветра и турбулентной диффузии. Приведён кинетический механизм для ключевых веществ (CO, углеводороды, NO, NO₂, O₃) и численный метод решения соответствующих уравнений.
Вопросы динамики переноса загрязняющих веществ рассмотрены в работах Penenko V.V., Tsvetova E.A. [13], а также Аргучинцевой В.К. [54–55]. Так, в [13] предложен новый подход к численному решению уравнения Бюргерса без включения фотохимических реакций, тогда как в [54] рассматривается модель распространения загрязнений, возникающих в результате деятельности частного сектора. Помимо этого, анализируется влияние загрязнённой атмосферы на условия видимости и безопасность авиационных полётов. Результаты исследований свидетельствуют о том, что вследствие орографических особенностей местности и неполного сгорания угля значительная часть выбросов накапливается в приземных слоях атмосферы, на уровне роста человека.
В исследовании Аргучинцева В.К. детально анализируются процессы трансформации примесей, включая 156 химических реакций между 82 загрязняющими компонентами [55]. Также моделируются мезомасштабные гидротермодинамические процессы и перенос антропогенных загрязняющих веществ в атмосфере и гидросфере Байкальского региона.
Моделированию процессов распространения загрязняющих веществ в атмосфере посвящено большое количество научных исследований как за рубежом, так и в Казахстане. В частности, значительный вклад в развитие математических моделей атмосферного загрязнения внесли такие авторы, как Жумагулов Б.Т. [56-57] Закарин Э.А. [58–60], Айдосов А. [61–62], Абдибеков У.С. [63–64], Исахов А.А. [65–66], Данаев Н.Т. [67], Турганбаев Е.М. и Рахметуллина С.Ж. [68–70], Темирбеков Н.М. [71–75], Малгаждаров Е.А. [76–77], Темирбеков А.Н. [78–80]. 
В работах Темирбекова А.Н. предложена математическая модель загрязнения атмосферы городов с учётом фотохимических реакций, а также разработан программный комплекс «Eco Modeling» для визуализации различных сценариев загрязнения [79–80]. В этих исследованиях представлены результаты численного эксперимента по распространению и химической трансформации вредных примесей на фоне мезометеорологических процессов, с учётом орографических особенностей местности и влияния водных объектов.
Помимо вопросов моделирования распространения загрязняющих веществ, возникает вопрос регулирования уровня атмосферного загрязнения, которая  предполагает контроль над интенсивностью выбросов вредных веществ. Тем не менее, даже при наличии обширной сети наземных наблюдательных станций не всегда удается полностью удовлетворить потребности экологических служб в информации. Эффективным решением данной проблемы может быть применение методов математического моделирования обратных задач [81-86].
Физические процессы пограничного слоя атмосферы описываются уравнениями Навье-Стокса. В основе коммерческих и общедоступных пакетов прикладных программ (ППП) для решения определенных классов задач математического моделирования атмосферных и экологических процессов лежат численное решение этих уравнений.
[bookmark: _Hlk197624822]На протяжении многих десятилетий для решения уравнений Навье-Стокса разрабатывались различные численные методы, такие как методы конечных разностей, метод конечных элементов, метод конечных объемов. Широко используемый метод конечных разностей на разнесенных сетках, также известный как метод маркеров и ячеек, является одной из самых простых и эффективных численных схем для решения уравнений Навье-Стокса.
[bookmark: _Hlk197624186][bookmark: _Hlk197622634]Метод конечных разностей (FDM) на шахматных сетках был предложен Harlow F. H. и Welch J. E. в 1960-х годах как устойчивая конечно-разностная схема для несжимаемых потоков и широко использовалась в инженерных приложениях [87-89]. Анализ сходимости FDM на разнесенных сетках был проведены в литературах [90-92] для различных моделей несжимаемой жидкости, которые описываются уравнениями N-S.
Например, для уравнений N-S сходимость порядка O(h) как для завихренности, так и для давления доказана Nicolaides R.A. et. al. [93], для PE сходимость порядка O(h2) для скорости доказана Samelson R. et. al. [94], а для PGE сходимость O(h4) для температуры получена Samelson R. et. al. [95]. Более того, оценка сходимости полностью дискретной схемы получена в [96] для метода коррекции давления N-S и основана на дискретизации по времени первого и второго порядков с чисто явным учетом нелинейных конвективных членов и FDM на шахматной сетке. Совсем недавно результаты сверхсходимости FDM на шахматных сетках для уравнений Навье-Стокса на неравномерных прямоугольных сетках были получены в работах Li J. и Sun S. [97] и Rui H., Li X. [98].
[bookmark: _Hlk197624124]Современные исследования, посвящённые методу MAC, демонстрируют значительный прогресс в его теоретическом обосновании и численном применении к решению уравнений Навье–Стокса. В статье Gallouët T. et al. [99-100] проведён строгий анализ сходимости классической схемы MAC для стационарных сжимаемых уравнений Навье–Стокса. Авторы доказывают существование дискретного решения и его сходимость к слабому решению при сжимаемом течении, что представляет собой важный шаг в обосновании надёжности метода для задач с переменной плотностью.
Chen L., Wang M. и Zhong L. исследуют модификации MAC-схемы на треугольных сетках для двумерных уравнений Стокса [101]. Их работа расширяет классическую прямоугольную постановку MAC на более общие сеточные структуры и подтверждает сходимость схемы в соответствующих функциональных пространствах, что делает метод применимым в сложной геометрии.
Li X. и Shen J. представляют SAV-MAC схему — модификацию MAC метода с применением скалярного вспомогательного переменного (SAV) подхода [102]. В работе проведён детальный анализ погрешности и сходимости схемы при решении нестационарных уравнений Навье–Стокса, что подтверждает эффективность метода для долгосрочного моделирования вихревых структур и нестационарных потоков.
[bookmark: _Hlk197624208]Работа Armenio V. предлагает улучшенную версию метода (SIMAC) для расчёта несжимаемых течений с высокой числом Рейнольдса и подвижной свободной границей [103]. Модификация ориентирована на повышение устойчивости и точности при моделировании свободных поверхностей, что особенно важно в задачах гидродинамики.
[bookmark: _Hlk197624216]В [104] показано, что для решения уравнения N-S некоторые конечно-разностные схемы могут быть переформулированы в виде системы дискретных уравнений Галеркина. Схема МАС также была исследована с использованием методов конечных элементов и разрывных методов Галеркина [105].
[bookmark: _Hlk197622682]Классические труды А.А. Самарского, Е.С. Николаева, С.К. Годунова, Н.Н. Яненко и Г.И. Марчука [106-110] заложили основы теории устойчивости и аппроксимации разностных схем, применимых к задачам вязкой несжимаемой жидкости. В работах О.А. Ладыженской [111-114] обоснована математическая постановка задач для уравнений Навье–Стокса. Исследования П.Н. Вабищевича и соавторов [115-117] развивают методы фиктивных областей и неявные схемы для задач в переменных «вихрь–поток». Монографии К. Флетчера [118-119] систематизируют численные подходы к решению уравнений гидродинамики, включая методы расщепления и обработку граничных условий. 
[bookmark: _Hlk197622658]Ж.Л. Лионс заложил основы функционально-аналитического подхода к задачам гидродинамики, изучая существование и регулярность слабых решений уравнений Навье–Стокса [120-121]. Его подход оказал влияние на формализацию турбулентных моделей и методы теории слабых решений. Р. Темам внёс значительный вклад в развитие численных методов для уравнений Навье–Стокса, обосновав применение метода дробных шагов и систематизировав теоретические и численные подходы к моделированию нестационарных течений [122-124]. П. Роуч заложил основу прикладной вычислительной гидродинамики [125].
[bookmark: _Hlk197622666]Также важную роль сыграли работы Г. М. Кобелькова, направленные на разработку симметричных аппроксимаций и устойчивых схем для расчёта течений [126-129]. Существенные результаты в области теоретического обоснования и численного моделирования уравнений Навье–Стокса были получены М. А. Ольшанским, который разработал целый комплекс методов численного решения уравнений вязкой несжимаемой жидкости [130-132].
[bookmark: _Hlk197622703]В монографии С. Н. Антонцева, А. В. Кажихова и В. Н. Монахова обоснована теория краевых задач для уравнений движения неоднородных жидкостей [133].
Значимые подходы к численному решению были разработаны О. М. Белоцерковским – метод крупных частиц [134-135] получили широкое применение в вычислительной практике. Н. Н. Яненко и Ю. И. Шокин внесли вклад в развитие метода дробных шагов и анализ первой дифференциальной аппроксимации [136-137].
 Фундаментальные теоретические аспекты гладкости решений и корректности постановок исследовались П. Е. Соболевским [138-140], а также В. А. Солонниковым, внёсшим вклад в разрешимость краевых задач [141-142]. Значительный вклад в развитие методов априорных оценок решений разностных схем внес А. А. Ашыралыев, разработавший методы построения устойчивых разностных схем в пространствах  и обосновавший строгие энергетические оценки для широкого класса эволюционных задач [143].
В работе В. Л. Грязнова и В. И. Полежаева рассмотрены разностные схемы и аппроксимации граничных условий для численного решения задач тепловой конвекции, с акцентом на устойчивость и точность методов [144].
В работе A.J. Chorin предложен метод проекции для численного решения уравнений Навье–Стокса, который стал основой для эффективных алгоритмов расчёта течений несжимаемой жидкости [145].
Казахстанские исследователи также активно участвуют в развитии данной области. Ш. С. Смагулов внёс значительный вклад в развитие, предложив ключевые подходы численному решению уравнений Навье–Стокса [146-148]. Совместно с А.В. Кажиховым он исследовал корректность краевых задач в неоднородных жидкостях [147]. Н. Т. Данаев разработал устойчивые схемы для решения задач несжимаемой вязкой жидкости [149-151]. 
Работы Б.Т. Жумагулова посвящены исследованию численных методов решения уравнений Навье–Стокса, в частности, вопросам устойчивости, сходимости и ε-аппроксимации конечно-разностных схем, применяемых для моделирования течений несжимаемой жидкости [152-153]. Существенное внимание в его исследованиях уделяется построению экономичных и эффективных схем, обеспечивающих высокую точность при минимальных вычислительных затратах [154]. Кроме того, значительное место в его научной деятельности занимает разработка математических моделей, применяемых в задачах гидродинамики процессов нефтедобычи, включая фильтрацию и движение жидкости в пористой среде [155].
В работах Н.М. Темирбекова разработаны эффективные численные методы решения систем уравнений Навье–Стокса с сильноменяющимися коэффициентами, а также в областях со сложной геометрией [156-157]. Особое внимание в его исследованиях уделено применению методов криволинейных координатных сеток, позволяющих учитывать особенности геометрии при численном решении уравнений движения вязкой несжимаемой жидкости [158-159]. 
В работах М.Т. Дженалиева исследуются прямые и обратные задачи для линеаризованных систем уравнений Навье–Стокса, включая постановки с конечным переопределением и задачи в сложных геометриях, а также предложены численные методы их решения [160-162].
Ш.С. Сахаев в своих работах получил априорные оценки и доказал разрешимость линейных краевых задач магнитной гидродинамики [163-164]. В работах Х. Хомпыша рассматриваются обобщённые модели Кельвина–Фойгта для неоднородных и несжимаемых сред [165-167].
У. У. Абылкаиров, С. Е. Айтжанов рассмотрели обратные задачи и системы с малыми параметрами, возникающие в тепловой конвекции и при моделировании неньютоновских жидкостей [168-170]. 
А. Калтаев исследовал методы численного моделирования в различных переменных и динамику вихревых структур [171-172].
Д.Б. Жакебаев в своих работах внедряет современные подходы, как решётчатый метод Больцмана (LBM), для моделирования многокомпонентных и двухфазных течений [173-174]. 
Задачам, связанным с уравнениями Навье–Стокса, также посвящены исследования М. Отелбаева, А. Темирбекова и других авторов [175-178].
Методы расщепления получили широкое развитие как эффективный инструмент численного решения уравнений Навье–Стокса, особенно в задачах моделирования несжимаемых и сжимаемых течений. Исследования в данной области направлены на теоретическое обоснование устойчивости и сходимости схем, а также на разработку эффективных алгоритмов, позволяющих разделить вычисление разных физических процессов — таких как перенос, диффузия и давление — без потери точности.
В работах G.E. Karniadakis et.al. изучены как классические дробно-шаговые схемы, так и более современные высокопорядковые и алгебраические методы расщепления [179]. При применении схем расщепления особое внимание уделяется оптимальному выбору временного шага [180], точному расчёту давления [181], обеспечению устойчивости при временных ограничениях. Также рассматриваются адаптивные схемы, позволяющие эффективно обрабатывать задачи в двумерной и трёхмерной геометрии, а также методы, пригодные для расчёта течений с высоким числом Рейнольдса и подвижной границей [182-183].
Насколько нам известно, работ, посвященных безусловной устойчивости полностью дискретных схем, для уравнений N-S как с дискретизацией по времени так и с дискретизацией по пространству, основанных на FDM на разнесенных сетках, немного.
В обзорной статье P.D. Minev рассмотрены три вида разностных схем, такие как линейная неявная схема на разнесенной сетке по пространству, схема коррекции давления на разнесенной сетке для решения отдельно уравнения для скорости и давления, схемой стабилизации давления [184]. Во всех случаях на границе интегрируемой области для давления ставятся граничные условия Неймана.
Обзорная статья J. Cheng, C.W. Shu охватывает 157 источников литературы, которые посвящены весовым существенно неосцилирующим конечно-разностным схемам (WENO) [185]. В статье H. Chen, Sh. Sun, T. Zhang численно решена задача с краевыми условиями скольжения методом конечных элементов. Устойчивость метода доказывается вариационными неравенствами [186]. 
Zhang Q., Huang P. представили улучшенные алгоритмы исправления дефектов для стационарных N-S уравнений в условиях малой вязкости [187]. Их методы, основанные на методе конечных элементов, включают в себя градуированную стабилизацию и коррекцию ошибок, что обеспечивает более быструю сходимость и надежный контроль ошибок, подкрепленный всесторонним анализом стабильности и численной проверкой.
Как известно, в класссической версии метода MAC [87-88] в результате операции дивергенции получается уравнение Пуассона для определения давления с граничными условиями Неймана, что связано с вычислительными трудностями.
В работе Ш.С. Смагулова, Н.Т. Данаева, Н.М. Темирбекова предлагается метод численного решения Навье-Стокса, исключающий необходимость решения задачи Неймана для давления [188]. Введение функции тока упрощает вычисления, повышает устойчивость метода и обеспечивает корректное описание потока без явного вычисления градиента давления.
В работе Н.Т. Данаева, Ш.С. Смагулова [189] рассматривается численное решение двумерного уравнения Навье–Стокса в переменных «функция тока – вихрь скорости» в виде операторно-разностной системы. Для ее решения предложен итерационный алгоритм, обеспечивающий устойчивость вычислений. Впервые получена оценка устойчивости решений по начальному состоянию и правой части, что повышает надежность численного моделирования.
В исследовании, представленном в работе Н.Т. Данаева, Б.А. Урмашева [190], освещаются итерационные схемы, характеризующиеся тремя параметрами, и применяемые для решения сеточных уравнений Навье-Стокса. В рамках данной работы производится анализ трехпараметрических итерационных методов, предназначенных для эффективного решения уравнений, описывающих течения вязкой несжимаемой жидкости.
В рамках диссертационной работы выполнен комплекс теоретических и прикладных исследований, направленных на разработку и реализацию численного метода для решения уравнений Навье–Стокса и задач моделирования пограничного слоя атмосферы. Проведена постановка исходной математической модели, включая уравнения движения несжимаемой жидкости и упрощённые модели атмосферной динамики, а также их аппроксимация с учётом граничных условий.
Разработан алгоритм модифицированной трёхэтапной схемы расщепления по физическим процессам, обеспечивающий численное решение уравнений Навье–Стокса с высокой устойчивостью и точностью. Особое внимание уделено корректной аппроксимации граничных условий Неймана для эллиптического уравнения на давление, возникающего на промежуточных этапах расщепления.
Выполнен теоретический анализ устойчивости и сходимости предложенной схемы как для уравнений Навье–Стокса, так и для уравнений пограничного слоя атмосферы. Разработанный метод применён к численному моделированию атмосферных процессов, сопровождающемуся проведением серии численных экспериментов.
Реализован программный код, который лег в основу создания карты для информационно-аналитической платформы, предназначенной для визуализации и анализа характеристик атмосферных течений на основе численного моделирования.
Цель и задачи исследования. Целью диссертации является разработка эффективных разностных схем для численного решения уравнений Навье-Стокса и модели пограничного слоя атмосферы, анализ их аппроксимационных свойств, устойчивости и сходимости. Проведение численных экспериментов с применением разработанной схемы.
Были поставлены следующие задачи исследования: 
1. Постановка задачи Навье-Стокса и задачи для численного решения уравнений пограничного слоя атмосферы и их аппроксимация;
2. Разработка алгоритма модифицированной трехэтапной схемы расщепления по физическим процессам для численного решения задачи Навье-Стокса;
3. Аппроксимация граничных условий Неймана для численного решения эллиптического уравнения для давления;
4. Исследование вопросов устойчивости и сходимости разработанной модифицированной трехэтапной схемы расщепления для уравнений Навье-Стокса;
5. Применение разработанной модифицированной трехэтапной схемы расщепления по физическим процессам для численного решения задачи пограничного слоя атмосферы;
6. Исследование вопросов устойчивости и сходимости разработанной модифицированной трехэтапной схемы расщепления для уравнений пограничного слоя атмосферы;
7. Проведение численных экспериментов и разработка программного кода;
8. Применение программного кода для создания карты информационно-аналитической платформы.
[bookmark: _Hlk197328994]Методы исследования. В диссертации применяются метод конечных разностей, метод маркеров и ячеек, метод расщепления по физическим процессам, метод априорных оценок для обоснования устойчивости и сходимости решения разностной задачи к точному решению дифференциального уравнения, интегро-интерполяционный метод для получения априорных оценок, метод прогонки для численной реализации алгоритма,  высокоуровневый язык программирования Python и его модули и библиотеки для написания программного кода и моделирования.
Объекты исследования. Исследование сосредоточено на уравнениях Навье-Стокса и уравнениях пограничного слоя атмосферы и их дискретных аналогах.
Научная новизна работы. Разработан и реализован алгоритм модифицированной трёхэтапной схемы расщепления по физическим процессам с неявными разностными схемами для численного решения уравнений Навье–Стокса. В отличие от классических схем, новая методика позволяет получить априорные оценки второй производной вектора скорости и градиента давления для уравнений Навье-Стокса и уравнений пограничного слоя атмосферы, также производит вычисления при больших шагах по времени. 
Существенным элементом новизны является изучение аппроксимационных свойств граничных условий для давления, что позволило повысить точность численного решения и обеспечить корректность применения разработанной схемы. 
Теоретически исследованы вопросы аппроксимации, устойчивости и сходимости предложенной схемы для уравнений Навье–Стокса, что обеспечило строгую математическую обоснованность разработанного метода. Кроме того, выполнен вычислительный анализ эффективности новой схемы, в ходе которого оценены её преимущества по сравнению с известными подходами, в том числе в аспектах точности, скорости сходимости и количество расчетного времени. Численные расчеты подтверждают теоретически полученные результаты о корректности разностной схемы.
Разработанный алгоритм впервые применён к численному решению модели пограничного слоя атмосферы, что позволило адаптировать схему расщепления к задачам экологического моделирования. Также были проведены исследования устойчивости и сходимости схемы применительно к уравнениям атмосферного пограничного слоя, что расширяет область применимости метода и подтверждает его универсальность.
Особое внимание в работе уделено практической реализации. Были проведены численные эксперименты, подтверждающие эффективность предложенного метода, а также разработан программный код, реализующий алгоритмы решения. Этот код был успешно интегрирован в информационно-аналитическую платформу, где использован для построения карт распространения загрязняющих веществ в атмосфере городов Казахстана, что подчёркивает прикладную значимость и потенциал внедрения результатов диссертационного исследования.
Научные положения, выносимые на защиту:
1. Разработан алгоритм модифицированной трехэтапной схемы расщепления по физическим процессам для численного решения уравнений Навье-Стокса;
2. Изучены аппроксимационные свойства граничных условий для численного решения эллиптического уравнения для давления;
3. Исследованы и доказаны вопросы устойчивости и сходимости разработанной модифицированной трехэтапной схемы расщепления для уравнений Навье-Стокса;
4. Выполнен вычислительный анализ эффективности разработанной модифицированной схемы расщепления по сравнению с классическими схемами, что позволило выявить её преимущества в плане точности и устойчивости численного решения;
5. Разработанная модифицированная трехэтапная схема расщепления по физическим процессам применена для численного решения задачи пограничного слоя атмосферы;
6. Исследованы и доказаны устойчивость и сходимость разработанной модифицированной трехэтапной схемы расщепления для уравнений пограничного слоя атмосферы;
7. Проведены численные эксперименты и разработан программный код;
8. Программный код применен для создания карты распространения загрязняющих веществ в атмосфере городов в информационно-аналитической платформе.
Теоретическая и практическая значимость исследования. С теоретической точки зрения разработаны и обоснованы эффективные численные методы решения уравнений пограничного слоя атмосферы и уравнений Навье-Стокса, включая трехэтапную схему расщепления и методы уточнения выбросов загрязняющих веществ. Исследованы вопросы аппроксимации, устойчивости и сходимости предложенных численных алгоритмов.
Практическая значимость заключается в разработке и внедрении численного алгоритма моделирования распространения примесей в атмосфере промышленных городов, протестированного на примере Усть-Каменогорска. Разработан программный комплекс на Python, интегрированный в информационно-аналитическую платформу для поддержки решений в области экологической политики. 
Связь диссертационной работы с другими научно-исследовательскими работами. Работа выполнена при поддержке научной, научно-технической программы в рамках программно-целевого финансирования Комитета науки МНВО РК, грант № ИРН BR18574148 «Развитие геоинформационных систем и мониторинга объектов окружающей среды».
Апробация работы. Основные результаты исследований были представлены на следующих конференциях: 
- 6th International Conference of Mathematical Sciences (ICMS 2022), 20 – 24 July 2022, Maltepe University, Istanbul, Turkey;
- Sixth International Conference on Analysis and Applied Mathematics (ICAAM 2022), from October 31 to November 6, 2022, Antalya, Turkey.
- Computational and Information Technologies in Science, Engineering and Education (CITech-2022), 12-15 октября 2022 г., Алматы, Казахстан.
- VII Всемирный Конгресс Математиков тюркского мира (TWMS Congress-2023), 20-23 сентября 2023 г., Туркестан, Казахстан.
- Обратные и некорректные задачи в естествознании и искусственный интеллект, 16-20 апреля 2024 г., Алматы, Казахстан.
- Еженедельный семинар “Analysis and Applied Mathematics” организованный Bahçeşehir University, Istanbul, Turkey, Analysis & PDE Center, Ghent University, Ghent, Belgium, Institute Mathematics & Math. Modeling, Almaty, Kazakhstan. 13 июня 2023г., Стамбул, Турция. 
- Семинар «Современные проблемы прикладной и вычислительной математики», 5 января 2025 г., Алматы, Казахстан.
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Опубликована глава монографии:
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Получены патенты на полезную модель: 
1. Способ дистанционного мониторинга атмосферного воздуха» (номер заявки №2024/0192.2) № 9055, от "12" февраля 2024, выдан РГП "Национальный институт интеллектуальной собственности" МЮ РК (Приложение А).
2. Устройство для дистанционного мониторинга атмосферного воздуха» (номер заявки №2023/0409.2) № 8629, от "27" октября 2023, выдан РГП "Национальный институт интеллектуальной собственности" МЮ РК (Приложение А).
Получены авторские свидетельства:
1. «Геоинформационная система мониторинга атмосферного воздуха промышленных объектов с учетом фотохимических превращений на основе цифровых технологий» №32823 от 20 февраля 2023 года, выдан РГП "Национальный институт интеллектуальной собственности" МЮ РК (Приложение Б).
2. «Разработка программы основанный на методах машинного обучения для оценки негативного влияния загрязнения воздуха на здоровье населения» №42532 от 31 января 2024 года, выдан РГП "Национальный институт интеллектуальной собственности" МЮ РК (Приложение Б).
Структура и объем диссертации. Диссертация представлена в рукописном формате на русском языке и включает титульный лист, оглавление, введение, три основных раздела, заключение и список литературы из количества источников. Общий объем работы составляет 124 страниц, содержащих 9 иллюстраций, 1 таблицу, 207 источников литературы и 4 приложения.
Основное содержание диссертации:
Диссертация посвящена исследованию и численному решению задач гидродинамики вязкой несжимаемой жидкости, а также моделированию процессов переноса загрязняющих веществ в атмосфере городской среды. Основное внимание в работе уделяется построению устойчивых и сходящихся конечно-разностных схем для уравнений Навье–Стокса, а также разработке прикладных инструментов на основе полученных моделей.
В первой главе рассматривается начально-краевая задача для уравнений Навье–Стокса, описывающих движение вязкой несжимаемой жидкости в ограниченной области —в каверне с движущейся крышкой. На основе метода конечных разностей строится численная аппроксимация модели, которая включает модифицированную трехэтапную схему расщепления по физическим процессам. Такой подход позволяет исследовать решение связанной системы уравнений при больших шагах по времени и эффективно реализовать алгоритм на практике. Существенное внимание уделено корректной аппроксимации граничных условий, особенно для уравнения давления. Теоретически обоснована устойчивость численного алгоритма, а также доказана сходимость разностной схемы к решению соответствующей дифференциальной задачи. Эти результаты обеспечивают надёжность разработанной численной методики для последующего применения.
Во второй главе разрабатывается модель атмосферного пограничного слоя, учитывающая перенос загрязняющих веществ над территорией промышленного города. Построенная математическая модель описывает сложное взаимодействие турбулентных атмосферных потоков, неоднородной подстилающей поверхности и локализованных источников загрязнения. На базе метода конечных разностей формируется численная схема, предназначенная для практического моделирования и анализа. Важной частью главы является изучение устойчивости численного решения, а также обоснование сходимости, что подтверждает корректность модели при её реализации. Полученные схемы могут применяться в задачах экологического прогнозирования и контроля за качеством атмосферного воздуха.
Третья глава содержит практическое применение разработанных методов и моделей. Представлены численные результаты моделирования течения в каверне, позволяющие визуализировать поведение жидкости при различных граничных условиях. Проведено сравнение с классической двухэтапной схемой расщепления, проведен анализ и выявлены преимущества предложенной схемы. Далее рассматриваются результаты моделирования распространения загрязняющих веществ в реальных условиях городской атмосферы. На основе этих моделей была разработана информационно-аналитическая система для мониторинга и оценки качества атмосферного воздуха в городах Казахстана. Система интегрирует данные численного моделирования с возможностями анализа и визуализации, что подчёркивает прикладную значимость диссертационной работы и её потенциальное использование в экологических и инженерных задачах.
В целом, диссертация представляет собой комплексное исследование, сочетающее строгое математическое обоснование численных схем с практическим моделированием реальных физических процессов, что делает её актуальной как с теоретической, так и с прикладной точки зрения.
Благодарности. Автор выражает глубокую благодарность отечественному научному консультанту – доктору технических наук, академику НАН РК, профессору Б.Т. Жумагулову за всестороннюю поддержку, внимательное руководство и ценные научные советы, оказавшие значительное влияние на формирование содержания и структуры диссертационной работы.
Автор также выражает искреннюю признательность зарубежному научному консультанту – доктору физико-математических наук, профессору А. Ашыралыеву за квалифицированную методическую помощь, конструктивные замечания и научную поддержку, внесшие важный вклад в развитие настоящего исследования.
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Здесь  – пространственные переменные,  – время,  – вектор скорости,  — давление,  – коэффициент вязкости,  — внешняя сила,  - оператор Гамильтона,  – оператор Лапласа. Задача рассматривается со следующими начальными и краевыми условиями и условием однозначного определения давления

		(1.2)


В силу возможной негладкости решений (особенно в случае пространственной размерности ), задача формулируется в слабом (обобщённом) смысле. Для этого используются следующие функциональные пространства:
 - пространство безвихревых векторных функций с нулевыми граничными условиями; 
 - гильбертово пространство дивергентно-свободных полей; 
 — функция давления с точностью до константы, здесь пространство  -множество всех постоянных функций на .
Слабая формулировка задачи заключается в нахождений функций  и соответствующее , такие что для всех тестовых функций  и почти всех  выполняется: 

	

здесь скобки  обозначают скалярное произведение в .
Так как аналитическое (точное) решение слабой задачи Навье–Стокса возможно лишь в ограниченных случаях, а в случае трёхмерной задачи вопрос о существовании и единственности глобального гладкого решения остаётся открытым, особое значение приобретает построение численного приближённого решения задачи. Наряду с теоретическим исследованием вопросов корректности постановки задач для уравнений Навье–Стокса, особую актуальность представляют численные методы решения стационарных и нестационарных задач для этих уравнений. Именно численное моделирование позволяет получить подробную картину течения жидкости и взаимодействия жидкой среды с твердыми частицами.
Однако численное решение уравнений Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жидкости связано с рядом серьезных трудностей. Во-первых, модели несжимаемых сред являются существенно нелинейными, а наличие конвективного нелинейного члена традиционно считается одним из основных препятствий к построению решений.
Во-вторых, система уравнений Навье–Стокса не относится к эволюционным системам типа Коши–Ковалевской, что усложняет анализ существования и единственности решений. При выводе закона сохранения массы с использованием приближения несжимаемости (плотность малого объема сохраняется постоянной) формулируется простое условие - поле вектора скорости должно быть соленоидальным, то есть удовлетворять уравнению дивергенции ноль.
В-третьих, в физической постановке задачи отсутствуют явные граничные условия для давления, что требует дополнительных подходов для его определения при численном решении.
В-четвертых, система уравнений Навье–Стокса многомерна и включает в себя несколько уравнений, возникающих из фундаментальных законов сохранения, что значительно усложняет как аналитическое, так и численное исследование задачи.
Относительно разрешимости задачи (1.1), (1.2) доказано следующее: во первых, она однозначно разрешима «в целом», если все данные задачи не зависят от одной из декартовых координат [191], во вторых, имеет место, если все данные задачи обладают аксиальной симметрией относительно какой-либо оси и область , заполненная жидкостью, не содержит этой оси [191]. В третьих, однозначная разрешимость «в целом» имеет место и для задачи Коши, если цилиндрические компоненты известных векторов  и  не зависят от полярного угла  и компоненты  и  равны нулю. 
Для общего трехмерного случая задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима вблизи гладких начальных данных, т.е. для малых интервалов  изменения времени . Величина  оценена снизу постоянной, определяемой нормами данных задачи. Если последние меньше некоторого определенного числа, то , т.е. задача однозначно разрешима при любом  [191].
На сегодняшний день задача о глобальной разрешимости уравнений Навье–Стокса остаётся одной из фундаментальных открытых проблем математической физики. В трёхмерном случае доказано существование глобальных слабых решений, построенных в работах Ж. Лерэя [192], однако вопрос о существовании глобальных гладких решений остаётся нерешённым. Проблема заключается в возможности возникновения сингулярностей при течении времени.
Для двумерных уравнений Навье-Стокса глобальная разрешимость установлена: существование единственного глобального гладкого решения доказано в работах О. А. Ладыженской [111], где данный результат обоснован с использованием априорных энергетических оценок, контролирующими поведение решения на бесконечном промежутке времени.
Развитие теории слабых решений, локальной во времени гладкости решений и критериев возникновения сингулярностей связано с исследованиями Х. Фуджиты и Т. Като [193], а также Р. Темама [90], предложившие аппроксимационные методы анализа слабых решений.
Особое значение имеет включение задачи о разрешимости уравнений Навье–Стокса в список задач тысячелетия института Клэя [194], что подчёркивает её фундаментальную роль в современной математике.
Таким образом, в двумерном случае задача о глобальной разрешимости полностью решена, тогда как в трёхмерном случае проблема существования и гладкости решений остаётся открытой.
В данной работе рассматривается численный метод расщепления по физическим процессам для уравнений Навье-Стокса в естесственных переменных. Такой подход позволяет использовать устойчивые и аппроксимирующие численные схемы, корректно определённые в соответствующих гильбертовых пространствах. Численное решение будет приближать решение задачи в смысле .

[bookmark: _Toc197328059]1.2 Аппроксимация уравнений методом конечных разностей

 Аппроксимация задачи (1.1), (1.2) на шахматной сетке , 

	
	
 
	
	(1.3)
 
	
	

Компоненты вектора скорости  определяются на узлах сетки  и , соответственно, т.е. , давление  определяется в . Дифференциальные уравнения (1) аппроксимируются следующей разностной схемой с применением интегро-интерполяционного метода. Первое уравнение интегрируем по  от  до ; по  от  до , второе уравнение аналогично по  от  до ; по  от  до , а третье уравнение по  от  до ; по  от  до . 







Значения компонент скорости  и  определяются в узлах с полуцелыми координатами ,,, тогда как давление  вычисляется в узлах с целыми номерами . Аналогичным образом формулируются разностные выражения для правых частей уравнений, в результате чего формируется следующая разностная схема:

	(1.4)
при , 

	(1.5)
 
при , 

		(1.6)

[bookmark: _Toc197328060]1.3 Численный алгоритм на основе модифицированной трехэтапной схемы расщепления по физическим процессам

[bookmark: _Hlk178330661]Для численной реализации разностной схемы (1.4)-(1.6) используем схему расщепления по физическим процессам. 
Первый полушаг является неявным


при , 		(1.7)


при .

Во втором полушаге решаются уравнения

[bookmark: _Hlk178345537]	
при , 	(1.8)

		
 при .

В третьем полушаге – уравнения

	
[bookmark: _Hlk178346191]при  	(1.9)

		
 при  

и уравнение неразрывности 

	(1.10)

Здесь конвективные слагаемые определяются как 





градиент давления



диффузионные слагаемые





Схема раcщепления (1.7)-(1.10) замыкается аппроксимацией граничных условий (1.2). На нижней границе ставятся граничные условия (Рисунок 1)

		(1.11)

На левой границе дискретные граничные условия имеют вид

		(1.12)

 На верхней границе квадратной области

	(1.13)

 На правой границе граничные условия имеют вид

	(1.14)

[image: ]

Рисунок 1 - Шаблон вычислительной сетки

[bookmark: _Toc197328061]1.4 Аппроксимация граничных условий для численного решения эллиптического уравнения для давления

Из аппроксимации граничных условий (1.11)-(1.14) видно, что условие для составляющей, нормальной к границе, выполняется одинаково, а касательная составляющая в этих узлах сетки не определена. Граничных условий для давления на всех участках границы не существует. Чтобы замкнуть систему уравнений (1.7)-(1.10), необходимо определить граничные условия

	,
	.	(1.15)

	Покажем для нижней границы аппроксимацию граничного условия . Разложим в ряд Тейлора функцию   в окрестности узлов  

	(1.16)

Отсюда, так как , имеем

	(1.17)

Проекцируя первое уравнение движения на ось , имеем

		(1.18)

Из (1.17) и (1.18) имеем

		(1.19)

Аппроксимируем производную  через дискретные значения функции  в узлах . Для этого мы используем следующие разложения в ряд Тейлора

	
		(1.20)
 	

 Используя метод неопределенных коэффициентов, мы определяем аппроксимацию второго порядка для  через значения функции в трех точках. Первое уравнение умножается на -4, второе на 3, третье на 1 

		(1.21)

 Отсюда имеем формулу первой разностной производной второго порядка

		(1.22)

Подставляя (1.22) в (1.19), получим

	.	(1.23)

 Сравнивая (1.23) с первой формулой (1.9) при  имеем,что

		(1.24)

 Рассуждая аналогично, получим для верхней границы

		(1.25)

На левой границе получим
		(1.26)

 На правой границе получим

		(1.27)

Чтобы найти давление во внутренних узлах области сетки  из (1.9), (1.10), мы получаем разностную схему эллиптического типа 


		(1.28)

здесь  и .
Из-за отсутствия граничных условий для давления в граничных узлах необходимо построить уравнения, основанные на соотношениях вида (1.23)-(1.27). Например, для нижней границы мы имеем уравнение неразрывности при :

		(1.29)

Подставляя в (1.29) значения

	
	
	

получим уравнение для определения давления в узлах , 

	(1.30)

рассуждая аналогично на верхней границе при  имеем следующее уравнение для определения давления

			(1.31)

 Уравнение неразрывности на левой границе имеет вид

		(1.32)

 Подставляя значения

	
		(1.33)
	

в уравнении (1.30) мы получаем уравнения для определения в граничных узлах  

	
	
		(1.34)

На правой границе получается аналогичная формула для нахождения  

		(1.35)
После сделанных аппроксимации граничные условия для компонентов скоростей на дробных шагах имеет вид:
-на нижней границе : 

		(1.36)

 -на верхней границе : 

		(1.37)

 -на левой границе: 

		(1.38)

-на правой границе : 

		(1.39)

[bookmark: GrindEQpgref661129f34][bookmark: _Toc197328062]1.5 Устойчивость конечно-разностной схемы

[bookmark: _Hlk197761407]Для априорной оценки решения разностной схемы (1.7)-(1.10) с граничными условиями (1.36)-(1.39) сформулирована следующая теорема:
Теорема 1. Если выполняется условие 



тогда для трехэтапной разностной схемы (1.7)-(1.10) выполняется априорная оценка


	

Доказательство. Из дробных шагов (1.7), (1.8) получаем соотношения, содержащие  и . Чтобы сделать это, мы суммируем первое уравнение (1.7) с первым уравнением (1.8), аналогично мы суммируем второе со вторым 


												   (1.40)


 Теперь из (1.8) находим

			(1.41)

В (1.40) вместо  и подставляем (1.41) и получаем

					(1.42)

					(1.43)

Рассмотрим (1.42), (1.43) с начальными граничными условиями (1.36)-(1.39) и (1.2). В дальнейшем мы будем опускать "прямую" в (1.42), (1.43). Умножаем (1.42) на , (1.43) на  и суммируем по  и  соответственно, и в результате получаем

			(1.44)

 В силу тождества

			(1.45)

и леммы для нелинейных членов доказанной в работе Темирбекова А.Н. [79], имеем

					(1.46)

С учетом (1.45) и (1.46) из (1.47) имеем:

			(1.47)

Аналогично, умножая первое уравнение (1.9) на , второе уравнение на  и суммируя по  и  соответственно, получаем 

(1.48)

Суммируя интегральные тождества (1.47), (1.48)

			(1.49)

Рассмотрим отдельно термины, содержащие градиент давления.


		(1.50)

Из-за уравнения неразрывности второй член в правой части (1.50) равен нулю. Далее мы преобразуем






										(1.51)

Подставляем (1.51) в (1.49)

						(1.52)

Сокращаем подобные члены и получим неравенство

	(1.53)

Для оценки нелинейных слагаемых используем неравенство Коши-Буняковского2




 Величина  оценивается так [111] 


 Тогда

										(1.54)

Далее из третьего этапа схемы расщепления (1.9) имеем

			(1.55)

 Возьмем вторую производную из (1.55), тогда

			(1.56)

Возводим (1.56) в квадрат и используя неравенство Юнга, имеем

	(1.57)

для произвольного . Тогда из (1.53), (1.54) и (1.57) получим

	(1.58)

группируя схожие элементы, имеем

							(1.59)

 Предположим, что

				(1.60)

 Тогда мы получаем

		
		(1.61)

Суммируя по  от  до , мы имеем 

						(1.62)

Таким образом теорема доказана.
При выборе координатной сетки в виде (1.3) уравнение неразрывности аппроксимируется со вторым порядком точности по  всюду в  где 

[bookmark: _Toc197328063]1.6 Сходимость разностной схемы к решению дифференциальной задачи

[bookmark: _Hlk197762763]С целью обоснования сходимости разностной задачи (1.4)–(1.6) формулируется следующая теорема.
Теорема 2. Если решение задач (1.1), (1.2) достаточно гладкое и выполняется условие


тогда решение разностной задачи (1.4)-(1.6) с граничными условиями (1.11)-(1.14) сходится к решению задач (1.1)-(1.2) со скоростью сходимости .
Доказательство. Погрешности решения обозначим через





тогда для погрешности решения для линейных уравнений соответствующих (1.4)-(1.6) имеем следующие соотношения

,
,
. 				(1.63)

где , ,  - погрешности аппроксимации разностной схемы (1.4)-(1.6) при точном решении дифференциальной задачи (1.1),(1.2). Покажем, что . Для этого из (1.7) находим


			(1.64)

и подставляем в (1.6), получим 

						(1.65)

таким образом отсюда

(1.66)

Теперь разложим в ряд Тейлора функцию  в окрестности точки  и функцию  в окрестности точки  

				(1.67)
 
				(1.68)

Подставляя эти разложения в (1.66) имеем

								(1.69)

Согласно уравнению неразрывности (1.1) имеем, что



Аналогично, можно показать, что



В линейном случае порядок невязок определяется очень просто, и, согласно теореме Лакса, сходимость следует из приближения и устойчивости.
Рассмотрим следующие нелинейные члены, включенные в первое уравнение для определения погрешности решения



		(1.70)

Последние два члена в (1.70) формируют погрешность аппроксимации нелинейных членов 

		 (1.71)

и имеет второй порядок аппроксимации, т.е. . Аналогичным образом получается порядок аппроксимации нелинейных членов для второго уравнения 
Остаются два члена, которые содержат погрешность решения и само решение


		(1.72)

 Принимая во внимание приведенные выше нелинейные члены, мы рассмотрим конечно-разностные соотношения для погрешности решения в следующем виде

	
	
	
	
												(1.73)
 


(1.74)
 
Предположим, что



Здесь ,  - погрешности аппроксимации нелинейных членов, которые имеют порядок .
Априорные оценки для задачи (1.63), учитывающие нелинейные члены (1.72) и ошибки аппроксимации , , ,  получается как первая априорная оценка (1.62). Естественно, что для выполнения этого неравенства необходимо задать условие, аналогичное (1.60).

				(1.75)

Тогда, основываясь на полученной априорной оценке, теорема о сходимости погрешности решения доказана.



2. [bookmark: _Toc197328064]УРАВНЕНИЯ МОДЕЛИ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ АТМОСФЕРЫ

[bookmark: _Toc197328065]2.1 Постановка модели переноса загрязняющих примесей в атмосферном пограничном слое города

[bookmark: _Hlk197775229]С целью моделирования распространения загрязняющих веществ с учетом неоднородности подстилающей поверхности в атмосфере промышленного города в трёхмерной области  рассматривается модель пограничного слоя атмосферы типа уравнения движения:

	,		(2.1)
		,		(2.2)
		,	(2.3)

уравнения неразрывности:

				,				(2.4)

уравнения притока тепла:

,	(2.5)

для описания процессов переноса и трансформации загрязняющих примесей используются уравнения следующей структуры:

.	(2.6)


здесь  - дифференциальный оператор горизонтальной турбулентной диффузии,  - время,  - декартовы координаты,  - вектор скорости ветра с  компонентами ;  - давление,  - параметр конвекции или параметр плавучести,  - параметр стратификации,  - ускорение свободного падения, - температура, ,  - горизонтальные коэффициенты турбулентности для количества движения и тепла;  - вертикальный коэффициент турбулентного обмена количества движения и тепла,  - температура,  - параметр Кориолиса,  - удельная концентрация загрязняющего вещества в многокомпонентной смеси,  - описывает распределение источников выбросов в приповерхностном слое,  – коэффициенты, входящие в уравнения трансформации атмосферных примесей [79], зависят от конкретного химического соединения, что обозначается индексом , соответствующим формуле вещества.
Система уравнений (2.1) - (2.6) решается со следующими начальными и граничными условиями (): 

    ,
, , , ,   , , 
, , , ,    , ,	(2.7)
, , , ,   ,,
, , , ,   , ,
, , , , ,   ,
, , ,    ,

здесь  – условная высота пограничного слоя атмосферы; ,  - размеры горизонтальных границ расчетной области, - доли концентраций вещества  на уровне шероховатости в приземном слое,  -температура на уровне шероховатости,  - параметр, обусловленный трением воздушных потоков с подстилающей поверхностью,  - параметр турбулентного обмена тепла,  - высота приземного слоя,  - параметры безразмерной высоты,  – интерполяционные функции применялись для описания вертикального профиля атмосферных характеристик, они предложены Бусинджером и основаны на обработке экспериментальных данных. Детальный сравнительный обзор различных интерполяционных зависимостей, разработанных другими авторами, приведён в работе А.М. Яглома [49]. В настоящем исследовании использованы функции следующего вида:

 при ,	(2.8)


Граничные условия для компонент скорости ,  формулируются на основе заданных метеорологических параметров. При моделировании динамики приземного слоя атмосферы на высоте    используется теория подобия Монина–Обухова в сочетании с эмпирическими функциями, представленными в работе [49].
При задании граничных условий для температурного поля  и концентраций загрязняющих веществ  на уровне  принимается во внимание взаимодействие примесей с подстилающей поверхностью.
Уравнение баланса вещества на уровне шероховатости может быть представлено в следующем виде:

				.			(2.9)

С учётом взаимного расположения высоты источника выброса  и высоты приземного слоя , выделяются два различных случая. Первый случай — когда источник располагается выше приземного слоя, то есть .

										(2.10)


где  — концентрация примеси на уровне шероховатости,  — скорость гравитационного осаждения частиц, а  — величина размерности скорости, описывающая процессы взаимодействия загрязняющих веществ с поверхностым слоем.
Источник внутри приземного слоя, то есть 

				(2.11)
			(2.12)

Остальные граничные условия формулируются таким образом, чтобы обеспечить гладкость возмущений и выполнение уравнения непрерывности на границе рассматриваемой области.
Для перехода от уравнений (2.1)–(2.6) к безразмерной форме вводятся характерные шкалы: .
Безразмерные переменные определяются следующим образом:





здесь  являются безразмерными горизонтальными и вертикальными коэффициентами турбулентного обмена. 
Выполняя переход к безразмерным переменным в уравнениях движения, приходим к следующей безразмерной форме:

	(2.13)

	(2.14)

	(2.15)

Разделив все члены уравнений (2.13)–(2.15) на размерный множитель, содержащий характерные величины , получим безразмерную форму уравнений движения:

	(2.16)

	(2.17)

	(2.18)


где  - безразмерное время,  - безразмерная длина, ширина и высота, -безразмерные компоненты скорости,  -безразмерное давление, - число гомохронности, - число Эйлера, -безразмерная характеристика отклонения ветра от геострофического,  - безразмерное число турбулентного обмена, -безразмерный параметр конвекции. При переходе к безразмерным переменным в уравнении теплопроводности получаем его следующую безразмерную форму:

	(2.19)

Поделив члены уравнения на характерный масштаб , приводим уравнение к следующей безразмерной форме:

	(2.20)

На основе выражения (2.20) выводится безразмерная форма уравнения теплопроводности:

 	(2.21)


где -безразмерная температура,  - безразмерный параметр стратификации, -безразмерная функция, описывающая рельеф. 
Выполняя переход к безразмерным переменным в уравнении (2.6), описывающем перенос и трансформацию примесей, получаем его безразмерную форму:

	(2.22)

Разделив все члены уравнения (2.22) на характерный масштаб , получаем безразмерную форму уравнения, описывающего перенос и трансформацию примесей:

 (2.23)

где -безразмерная концентрация примесей.
Предлагаемый численный метод позволяет моделировать атмосферные процессы различного масштаба, от мелкомасштабных явлений с горизонтальным размером до 10 км до среднемасштабных и крупномасштабных движений протяжённостью в сотни километров и более.
Переменные и параметры, входящие в начальные и граничные условия (2.7), также приводятся к безразмерному виду. Безразмерные значения длины, ширины и высоты определяются следующим образом: . 

[bookmark: _Toc197328066]2.2 Аппроксимация уравнений модели пограничного слоя атмосферы

В области , обозначим  как ,  как   как  и введем следующие равномерные сетки: 




(2.24)
 



где 
Дифференциальные уравнения (2.1)-(2.4) аппроксимируются следующей разностной схемой с применением интегро-интерполяционного метода. Первое уравнение интегрируем по  от  до ; по  от  до , по  от  до , второе уравнение аналогично по  от  до ; по  от  до , по  от  до , а третье уравнение по  от  до ;по  от  до , по  от  до , четвертое уравнение  от  до ;по  от  до , по  от  до . Тогда имеем



		(2.25)



			(2.26)



			(2.27)

		(2.28)

где коэффициенты определяются следующим образом: 



 и.т.д.,

и разностные схемы конвективных слагаемых для компоненты скоростей  записываются в следующем виде: 

 




	
Конвективные члены в уравнениях для компонент скорости  аппроксимируются разностными схемами, которые имеют следующий вид:

 

 

.

В случае уравнения теплопроводности соответствующая разностная аппроксимация имеет следующий вид:

	 								(2.29)

Разностная аппроксимация диффузионных членов в уравнениях для компонент скорости  осуществляется следующим образом:

        (2.30)
	  (2.31)
	  (2.32)

Для температурного поля  разностная схема диффузионных слагаемых имеет следующий вид:

	(2.33)

Разностная аппроксимация уравнения, описывающего перенос и трансформацию примесей, имеет следующий вид:

		(2.34)

	(2.35)

		(2.36)

					(2.37)

здесь , .

[bookmark: _Toc197328067]2.3 Алгоритм реализации конечно-разностной модели

В рамках метода расщепления по физическим процессам компоненты скорости ветра распределяются по специализированным сеткам: компонента  определяется в узлах сетки , компонента  в узлах сетки , компонента , в узлах сетки , a давление P в узлах сетки .
Пусть в момент времени  в узловых точках областей сетки , , ,  известно поле скоростей ,  поле давления . Затем для расчета неизвестных полей скорости и давления в момент времени  используется схема расщепления, которая состоит из следующих этапов:
[bookmark: _Hlk197766419]1. Определение промежуточных значений полей скоростей  выполняется по следующим разностным схемам

													(2.38)
здесь .

2. Второй полушаг

 			(2.39)

				(2.40)

3. Используя полученные значения промежуточной скорости , решим следующее уравнение для давления

					(2.41)

4. Для определения скорости  на временном слое  имеем

				,				(2.42)

здесь - разностная форма оператора .
5. На основе вычисленных полей скорости производится расчёт переноса и турбулентной диффузии температуры с использованием следующей разностной схемы:

				.				(2.43)

6. Перенос относительных концентраций загрязняющих компонентов в составе примеси осуществляется за счёт конвективных процессов и турбулентного обмена:

.				(2.44)

7. Изменение долей концентрации загрязняющих веществ в составе примеси учитывает как процессы трансформации, так и влияние внешних источников эмиссии:

			.				(2.45)

где  обозначает долю концентрации загрязняющего вещества  в примеси на -ом слое по времени, коэффициенты  определяются из дифференциальных уравнений [79].
[bookmark: _Hlk197772345]Выполняются следующие начально-граничные условия:





				(2.46)



Для однозначного определения давления потребуем, чтобы выполнялось равенство

, 				(2.47)

где 

[bookmark: _Toc197328068]2.4 Устойчивость численного решения модели атмосферного пограничного слоя

[bookmark: _Hlk197772500]Теорема 3. Если выполняются условия 

					
			

где тогда для трехэтапной разностной схемы (2.38)-(2.42) выполняется априорная оценка 

.

Доказательство. Априорная оценка решения разностной схемы (2.38)-(2.42) с граничными условиями (2.46). Из дробных шагов (2.38)-(2.42) получаем соотношения, содержащие  и . Чтобы сделать это, мы суммируем уравнение (2.39) с уравнением (2.40), представив их для каждой компоненты ,  и 

	(2.48)

Далее суммируем уравнение (2.38) с уравнением (2.48)
 
(2.49)

 Из (2.48) находим 

.(2.50)

В (2.49) вместо  подставляя (2.50), получаем следующее

 
(2.51)

Рассмотрим уравнение (2.51) с начально-граничными условиями (2.46). В дальнейшем будем опускать «прямые» и «волнистые» линии в уравнений (2.51). Запишем уравнение (2.51) для каждой компоненты ,  и  и умножим на , ,  каждое уравнение соответственно, а так же суммируем по  и получаем следующее 

	(2.52)

где норма вектора скорости определена следующим образом 

, 				(2.53)

слагаемая  определена как

.		(2.54)

В силу тождества [79],

		(2.55)

и леммы для нелинейных членов представленной в [79], имеем следующее

						(2.56)

Слагаемое  преобразуем следующим образом:



далее, используя неравенство Юнга, имеем

 

Добавим в правую часть неравенства неотрицательные слагаемые

            

и получим

.

С учетом этого неравенства и (2.55) и (2.56), из (2.52) имеем:

										(2.57)

Аналогично записав сумму уравнений (2.41) и (2.42) для каждой компоненты ,  и  и умножив на , ,  каждое уравнение соответственно, а так же суммируя по , получаем следующее выражение

	(2.58)

Сложив интегральные тождества (2.57) и (2.58), получим

			(2.59)

Если отдельно рассмотреть элементы, содержащие градиент давления, имеем

									(2.60)

Из-за уравнения неразрывности, второй член в правой части (2.60) равен нулю. Далее преобразуем (2.60) следующим образом


	
	
	(2.61)

Подставляем (2.61) в (2.59)

(2.62)

Сокращая подобные члены, получим следующее неравенство

							(2.63)

Для оценки нелинейных слагаемых используем неравенство Коши-Буняковского 

	(2.64)

Величина  оценивается следующим образом [111]: 

.				(2.65)

Тогда

									(2.66)
где . 
Далее из третьего этапа схемы расщепления, имеем

 				(2.67)

Возьмем вторую производную из (2.67)

				(2.68)

Возводя (2.68) в квадрат и используя неравенство Юнга, имеем следующее

	 (2.69)

для произвольного . 
Также учитывая, что

			(2.70)

Тогда из (2.63), (2.66), (2.69) и (2.70), сгруппировав похожие и сократив одинаковые элементы с противоположными знаками, имеем

												(2.72)

Отбросив положительные слагаемые в левой части, получим

 					 (2.74)

Пусть будут выполнены условия 

					(2.75)
			(2.76)

Тогда получим 

.											(2.77)

Суммируя по  от  до , имеем

										(2.78)

Таким образом теорема доказана.

[bookmark: _Toc197328069]2.5 Сходимость конечно-разностной схемы

При выборе координатной сетки в виде (2.24) уравнение неразрывности аппроксимируется со вторым порядком точности по  повсюду в  где 
Погрешности в решении обозначаются символом

	
	(2.79)

	

где , , ,  – решения разностной задачи, , , ,  – точное решение.
Тогда для погрешности решения линейных уравнений , , , , соответствующих уравнениям (2.25)-(2.28), мы имеем следующие соотношения

,


		(2.80)




где , , ,  являются погрешностями аппроксимации разностной схемы (2.25)-(2.28) при точном решении дифференциальной задачи (2.1)-(2.4).
Покажем, что .
Чтобы сделать это, из (2.79) мы находим


	 	(2.81)
	

и подставив в (2.28), получим


	
	(2.82)

отсюда
	
		(2.83)

Теперь разложим в ряд Тейлора функцию  в окрестностях точки , функцию  в окрестностях точки   и функцию  в окрестностях точки 


	(2.84)
 
	(2.85)


	(2.86)

подставляя эти разложения в (2.84), мы имеем

		(2.87)

Согласно уравнению неразрывности (2.28), мы имеем, что

	

Аналогично, можно показать, что

	

В линейном случае порядок невязок определяется очень просто, и, согласно теореме Лакса, сходимость следует из приближения и устойчивости.
Рассмотрим следующие нелинейные члены, включенные в первое уравнение для определения погрешности решения

	

	


	














		(2.88)

Последние три члена в (2.88) формируют погрешность аппроксимации нелинейных членов



,		(2.89)
и имеет второй порядок аппроксимации, т.е. . Аналогичным образом получается порядок аппроксимации нелинейных членов для второго и третьего уравнений  и , соответственно. 
Осталось три слагаемых, которые содержат ошибку решения и само решение

	(2.90)

Принимая во внимание приведенные выше нелинейные члены, мы рассмотрим конечно-разностные соотношения для погрешности решения в следующем виде
	
	
	

			(2.91)






.	(2.92)






.	(2.93)

Предположим, что

	.

Здесь  являются погрешностями аппроксимации нелинейных членов и имеют порядок .
Априорные оценки для задачи (2.82), учитывающие нелинейные члены (2.78) и ошибки аппроксимации , , , , ,  получается как первая априорная оценка (2.78). Естественно, для выполнения этого неравенства необходимо задать условия, аналогичное (2.76)

	
		(2.94)

Тогда, исходя из полученной априорной оценки, справедлива следующая теорема о сходимости для погрешности решения.
Теорема 4. Если решение задачи (2.1)-(2.4) достаточно гладкое и выполняется условие (2.94). Тогда решение разностной задачи (2.38)-(2.42) с граничными условиями (2.46) сходится к решению задач (2.1)-(2.4) со скоростью сходимости .

3. [bookmark: _Toc197328070]ЧИСЛЕННЫЙ РЕЗУЛЬТАТ И ДИСКУССИЯ

Тестовая задача о движении жидкости в каверне является одной из классических задач гидродинамики, широко используемой для верификации численных методов. Её решению посвящён ряд работ, в частности исследования Л. М. Симуни [195], Т. В. Кусковой [196] и И. А. Белова с С. А. Исаевым [197], в которых проведён численный анализ течений в прямоугольной каверне при различных режимах течения. В настоящей диссертации также рассматривается данная задача для проверки эффективности разработанных численных методов.
Также численному моделированию течений в каверне, особенно при больших числах Рейнольдса, посвящены работы Д. В. Ломасова и П. Н. Вабищевича [198], Э. Эртюрка, Т. Корке и С. Гёкчёля [199], а также А. Абухамзы и Р. Пьера [200], в которых исследуются особенности течений и устойчивость решений при различных постановках задачи. 
В настоящем исследовании также рассматривается задача о течении жидкости в каверне, для которой приводятся сравнительные численные результаты, демонстрирующие эффективность предложенного метода.

3.1 [bookmark: _Toc197328071]Итерационный метод для численного решения разностной схемы

1) Численное решение первого уравнения первого полушага.
Проводится прогонка по  для 

 



здесь 






где прогоночные коэфициенты 
В качестве начальных значений прогоночных коэфициентов рассмотрим 

2) Численное решение второго уравнения первого полушага.
Аналогично для второй компоненты проводим прогонку по  для 



здесь 





здесь 



3) Численное решение первого уравнения второго полушага
Прогонка по  для 




здесь 



здесь 



4) Численное решение второго уравнения второго полушага
Прогонка по  для 




здесь 



здесь 

[bookmark: _Toc197328072]3.2 Численный результат моделирования течения в каверне 

[bookmark: _Hlk197613120]Численная реализация была выполнена для задачи о течении в полости с движущейся крышкой с использованием трехэтапной разностной схемы. Разработан и отлажен набор прикладных программ для численного решения разностных схем для уравнений Навье-Стокса (Приложение В). Для выполнения вычислений был написан скрипт на высокоуровневом языке программирования Python. С помощью готового набора прикладных программ можно визуализировать численные результаты, полученные для разного количества узлов сетки и для разных значений итерационного параметра τ и малого параметра ε. Для расчета использовалась площадь  и параметры ,  и . Представлены визуализации результатов для различных значений числа Рейнольдса при  (Рисунок 2 (b)),  (Рисунок 3 (b)),  (Рисунок 4 (b)). Был проведен сравнительный численный эксперимент между классическим двухэтапным методом расщепления (Рисунки 2(a) ,3(a) ,4(a)) и модифицированным трехэтапным методом расщепления по физическим процессам (Рисунки 2(b) ,3(b) ,4(b)).
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Рисунок 2 - Изолинии течения в каверне с   в случае (a) классической двухэтапной схемы расщепления, (b) модифицированной трехэтапной схемы расщепления
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Рисунок 3 - Изолинии течения в каверне с  в случае (a) классической двухэтапной схемы расщепления, (b) модифицированной трехэтапной схемы расщепления
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Рисунок 4 - Изолинии течения в каверне с  в случае (a) классической двухэтапной схемы расщепления, (b) модифицированной трехэтапной схемы расщепления

Таблица 1 - Сравнение вычислительного эксперимента для двух схем при Re=100,  при сетке 21х21
	
	Время
	Количество итерации

	Классическая двухэтапная схема расщепления
	18.660744 сек

	1706 итер

	Модифицированная трехэтапная схема расщепления
	64. 299584 сек

	500 итер



Анализ данных представленных на таблице 1 показывает, что модифицированная трёхэтапная схема расщепления обеспечивает существенно более быстрое достижение сходимости по числу итераций (500 против 1706), что свидетельствует о её повышенной численной устойчивости. Однако увеличение общего времени вычислений (64.30 сек против 18.66 сек) указывает на более высокую вычислительную сложность одного шага алгоритма.
Рисунки 2,3,4 иллюстрируют поведение системы при различных числах Рейнольдса, давая представление о ее работе при различных режимах течения. Следовательно, эти результаты демонстрируют, что трехэтапная разностная схема эффективно аппроксимирует задачу, описываемую уравнениями (1.1)-(1.2), с высокой степенью точности [91].
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Рисунок 5 - Изолинии течения в каверне с  в случае (a) классической двухэтапной схемы расщепления, (b) модифицированной трехэтапной схемы расщепления

[bookmark: _Hlk197613770]Разработанная трехэтапная схема расщепления позволяет реализовать первые два шага неявно. Из этого следует, что численные расчеты выполняются с большими временными шагами. В классическом варианте схемы расщепления (Приложение Г), предложенном в работах F.H. Harlow, J.E. Welch [87-89] и О.М. Белоцерковского [91], тестовая задача была решена при  (Рисунок 5(a)). В случае трехэтапной схемы, вычислительный эксперимент для тестовой задачи с использованием трехшаговой схемы был проведен при  (Рисунок 5(b)). Численные расчеты подтверждают теоретически полученные результаты о корректности разностной схемы.
На первом этапе были заданы граничные условия для ,  в качестве значений составляющих скорости на n-м временном слое. В отличие от классической схемы расщепления, на первом этапе учитывается градиент давления в n-м временном слое.
На втором этапе граничные условия для ,  получаются из разложения граничных условий для составляющих скорости в ряд Тейлора и проекции уравнений к границам. Эти условия позволяют моделировать течения вблизи границ с точностью второго порядка.
Затем, на третьем шаге, ,  определяются через градиенты разности давлений на протяжении всего шага. В то же время получены условия в виде уравнений для определения давления в граничных узлах сетки. Эти условия относятся к типу Робина (смешанные граничные условия), поэтому давление вычисляется итеративно с точностью до постоянной величины. Фиксируя значение давления в одном внутреннем узле, можно добиться однозначного определения.

[bookmark: _Toc197328073]3.3 Численные результаты моделирования распространения загрязняющих веществ в пограничном слое атмосферы промышленного города

Атмосферный воздух Усть-Каменогорска является одним из наиболее сильно загрязненных промышленных городов Казахстана [70]. Для моделирования загрязнения атмосферного воздуха города были учтены следующие параметры: размер рассматриваемой территории составлял 35х35 километров, а высота приземного слоя была фиксированной и составляла 3500 метров, параметр конвекции  параметр S - стратификации в физическом смысле определяет изменение температуры с высотой, поэтому в расчетах она была рассчитана с использованием вертикального градиента температуры и силы Кориолиса .
Значения горизонтальных  и вертикальных  коэффициентов турбулентного обмена были взяты в диапазоне от  до . В качестве характерной шкалы длины, времени, скорости, плотности, разности давлений, температуры, стратификации были использованы следующие числовые значения:  , , , , , . При моделировании химические вещества, указанные в [79], рассматривались как вредные примеси. На рисунках 6(a), 7(a), 8(a) показаны распределение химических веществ  и  в трехмерном пространстве, на рисунках 6(b), 7(b), 8(b) показаны распределение в двумерном пространстве. 
Ниже представлены наиболее приоритетные загрязняющие вещества для рассматриваемого промышленного города, поскольку данные об этих веществах поступают из автоматизированных станции мониторинга (АСМ), также эти вещества являются наиболее характерными для данного города.







Вышеуказанные дифференциальные уравнения решаются методом Эйлера, разностные формы которых на -ом слое по времени представляются как:
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Для дифференциального уравнения химического вещества CO значение стехиометрических коэффициентов принимались как:  , ,. 
	Аналогично, для дифференциальных уравнений, описывающих распространение химических веществ SO2 и NO2, были учтены соответствующие стехиометрические коэффициенты:

Для SO2: , , , , , , , , ,, , , , .
Для NO2 : , , ,,, , ,, , , , , , , , , ,,, , ,, , , , , . 
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Рисунок 6 - Распределение вещества CO в атмосферном воздухе города Усть-Каменогорска (a) 3D, (b) 2D 
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Рисунок 7 - Распределение вещества SO2 в атмосферном воздухе города Усть-Каменогорска (a) 3D, (b) 2D
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Рисунок 8 - Распределение вещества NO2 в атмосферном воздухе города Усть-Каменогорска (a) 3D, (b) 2D

Представленные графики (рисунки 6,7,8) распределения вредных веществ в атмосфере подчеркивают необходимость контроля за выбросами, уделяя особое внимание проблемам загрязнения воздуха и выделяя потенциальные угрозы для окружающей среды и здоровья человека, что подчеркивает важность разработки эффективных стратегий борьбы с загрязнением и сокращения его масштабов.

[bookmark: _Toc197328074]3.4 Разработка информационно-аналитической системы мониторинга качества атмосферного воздуха в городах Казахстана

В рамках реализации проекта программно-целевого финансирования по научным, научно-техническим программам Комитета науки Министерства науки и высшего образования РК на 2022-2024 годы ИРН BR18574148 «Развитие геоинформационных систем и мониторинга объектов окружающей среды», направленной на развитие научных исследований в области экологической безопасности и рационального использования природных ресурсов, были проведены комплексные исследования, результатом которых стала разработка информационно-аналитической платформы мониторинга состояния атмосферного воздуха в городах Казахстана. Целью проекта явилось создание цифрового инструмента для автоматизированного сбора, хранения, анализа и визуализации данных о загрязнении воздуха с возможностью их последующего использования в научных исследованиях, принятии управленческих решений и информировании населения.
Разработанная платформа представляет собой многокомпонентную систему, включающую модуль интеграции данных, базу хранения, аналитический блок и пользовательский веб-интерфейс. Основной компонент системы — модуль интеграции данных — размещён на сервере базы данных и включает в себя API-клиент, блок обработки информации и интерфейс хранения. API-клиент осуществляет безопасный доступ к данным автоматизированных станций мониторинга (АСМ) ТОО «Экосервис-С», управляет аутентификацией и параметрами запросов. Блок обработки выполняет очистку полученных данных, проверку на ошибки и преобразование информации в унифицированный формат, пригодный для хранения и анализа. Обновление данных осуществляется автоматически с заданной периодичностью, а при возникновении сбоев в передаче система формирует соответствующие уведомления. Все данные сохраняются в централизованной базе, обеспечивающей надёжное долговременное хранение и быстрый доступ.
Платформа нацелена на мониторинг ключевых загрязнителей, включая PM2.5, NO2 и других, с расчётом индекса качества воздуха (AQI). Специально разработанная база данных для города Усть-Каменогорск аккумулирует как оперативную, так и историческую информацию, позволяя выявлять источники загрязнений и анализировать их пространственно-временную динамику. Система размещена на сервере Национальной инженерной академии Республики Казахстан и функционирует на базе дата-центра ТОО «Академсеть». Геоинформационный компонент обеспечивает интеграцию данных с мобильных и стационарных датчиков, установленных в наиболее подверженных загрязнению районах.
Важной частью проекта стало соглашение с Восточно-Казахстанским филиалом РГП «Казгидромет» о предоставлении исторических данных наблюдений с 1974 года, охватывающих концентрации основных загрязнителей (NO2, SO2, CO, PM2.5, PM10), а также метеорологические параметры: температуру, влажность, скорость и направление ветра, давление. Импорт этих данных реализован посредством API-интерфейса с использованием языка программирования Julia, с автоматическим обновлением информации каждые 20 минут.
Веб-платформа реализована с применением современных технологий (HTML5, CSS3, JavaScript, jQuery, Bootstrap), что обеспечивает её адаптивность, удобство и высокую производительность. Интеграция с внешними API, включая OpenWeatherMap и Экосервис-С, позволяет получать данные о погодных условиях и загрязнении воздуха в режиме реального времени. Используемое SSL-шифрование гарантирует безопасность данных, а оптимизированная структура кода обеспечивает высокую скорость отклика системы.
Функциональные возможности платформы включают отображение текущих данных по загрязнению, статистику за последние 12 часов, рекомендации для населения и картографическое отображение уровня загрязнений с использованием Mapbox и OpenStreetMap. Интерфейс отображает значения метеопараметров, концентрации загрязнителей, индекс AQI и рекомендации, основанные на стандартах ВОЗ. Также обеспечен доступ к архивным данным с 1974 года, что позволяет проводить долговременный анализ и оценку тенденций. Модуль пространственного анализа визуализирует расположение станций мониторинга и распределение загрязняющих веществ, обеспечивая оперативную оценку экологической ситуации в промышленных зонах и жилых районах (Рисунок 9).
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Рисунок 9. Интерфейс информационно-аналитической системы

Разработанная в рамках программы целевого финансирования информационно-аналитическая платформа служит эффективным инструментом экологического мониторинга и анализа состояния атмосферного воздуха в городах Казахстана [201]. Она способствует принятию обоснованных управленческих решений, поддержке научных исследований, формированию общественной экологической осведомлённости и повышению уровня экологической безопасности в стране [202-207].
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Диссертационная работа направлена на разработку, теоретическое обоснование и численную реализацию эффективных конечно-разностных методов для моделирования динамики атмосферного пограничного слоя, описываемого уравнениями Навье–Стокса и их модификациями с учётом особенностей реальных атмосферных процессов. Исследование ориентировано на решение одной из ключевых задач современной вычислительной гидродинамики — построение устойчивых и корректных конечно-разностных схем, обеспечивающих надёжное численное моделирование движения воздуха и переноса загрязняющих примесей в условиях городской среды.
Основной целью настоящего исследования являлась разработка модифицированных разностных схем для численного решения уравнений атмосферного пограничного слоя и проведение теоретического анализа их аппроксимационных свойств, устойчивости и сходимости. В рамках работы были решены восемь взаимосвязанных научных задач, охватывающих как постановку и аппроксимацию моделей, так и построение, анализ и практическую реализацию численных алгоритмов.
В рамках диссертации была осуществлена постановка задач для уравнений Навье–Стокса и уравнений атмосферного пограничного слоя в трёхмерной области, с соответствующей аппроксимацией на основе метода конечных разностей. Особое внимание уделено построению модифицированной трёхэтапной схемы расщепления по физическим процессам, которая позволила отделить нелинейные, диффузионные компоненты и компоненты связанные с давлением, обеспечив тем самым более высокую устойчивость и точность численного решения. Разработанный алгоритм базируется на неявной аппроксимации для первых двух этапов, что существенно расширяет допустимый шаг по времени по сравнению с классическими явными схемами.
Важным результатом исследования стало построение корректной конечно-разностной аппроксимации граничных условий Неймана для эллиптического уравнения давления, что особенно критично при решении задач в ограниченных областях с неоднородной подстилающей поверхностью и комплексными граничными условиями. Это позволило реализовать численно устойчивую схему для давления, обеспечив высокую точность восстановления поля давления вблизи границ расчётной области. 
На теоретическом уровне проведён детальный анализ устойчивости и сходимости предложенной схемы расщепления как для уравнений Навье–Стокса, так и для уравнений пограничного слоя атмосферы. Для этого были использованы методы априорных энергетических оценок, интегро-интерполяционные техники, а также классические принципы устойчивости по Лаксу и эквивалентности сходимости и устойчивости при выполнении условия согласованности. 
Практическая часть диссертации включает реализацию разработанного численного алгоритма на языке программирования Python с использованием современных библиотек для численного моделирования и научных вычислений. Создан программный комплекс, способный моделировать распространение загрязняющих веществ в атмосфере с привязкой к реальной географической местности. Алгоритм был протестирован на примере города Усть-Каменогорска и интегрирован в состав информационно-аналитической платформы мониторинга состояния атмосферного воздуха, разработанной в рамках программы целевого финансирования. Реализация включает автоматизированный сбор данных, расчёт загрязнения и визуализацию карт в режиме, близком к реальному времени, что демонстрирует высокую прикладную значимость и готовность результатов к практическому применению.
Таким образом, в диссертационной работе достигнута поставленная цель, решены все сформулированные задачи, получены новые научные результаты, обладающие как теоретической новизной, так и практической значимостью. Разработанные методы и алгоритмы могут быть использованы как в задачах экологического моделирования, так и в более широком спектре задач гидродинамики и вычислительной метеорологии. Полученные результаты представляют вклад в развитие численных методов решения уравнений математической физики, применительно к актуальным задачам моделирования атмосферных процессов в условиях техногенной нагрузки.
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#Код двумерного уравнения Навье-Стокса с применением модифицированного трехэтапного расщепления по физическим процессам, написанный на языке Python

import numpy as np

def pesat(u, n1, n2):
    """
    Функция для печати двумерного массива u размером (n1 x n2)
    с разбиением на две группы строк – аналог подпрограммы pesatu.
    """
    for j in range(n2):
        # Печать первых 10 строк (соответствует Fortran: i=1..10)
        p = u[:10, j]
        print("    ", p)
        # Печать строк с 11 по 21
        p1 = u[10:21, j]
        print("    ", p1)
        print("   PRODOLGENIE")

def pesat_alt(u, n11, n2):
    """
    Вариант для печати массива, где число строк равно n11 (например, 22).
    """
    for j in range(n2):
        p = u[:11, j]
        print("    ", p)
        p1 = u[11:22, j]
        print("    ", p1)
        print("   PRODOLGENIE")

def main():
    # Определение размеров (аналог объявлений n1, n2, n11, n21, n12, n22 в Fortran)
    n1 = 21
    n2 = 21
    n11 = n1 + 1      # 22
    n21 = n2 + 1      # 22
    n12 = n1 - 1      # 20
    n22 = n2 - 1      # 20

    # Параметры
    p0   = 1.0
    eps  = 1e-5
    epsp = 1e-5         
    m    = 500
    m0   = 350
    t    = 0.05
    dl1  = 1.0
    dl2  = 1.0
    h1   = dl1 / n12
    h2   = dl2 / n22
    th1  = t / h1
    th2  = t / h2
    re   = 0.01
    tr1  = t * re / h1**2
    tr2  = t * re / h2**2
    oh1  = 1.0 / h1
    oh2  = 1.0 / h2
    oh1k = 1.0 / h1**2
    oh2k = 1.0 / h2**2
    t0   = h2**2 / (8 * re)
    t1   = h1**2 / (8 * re)
    wt   = 1.7

    # Выделение массивов.
    # Для массивов, объявленных как (22,21) в Fortran, создаём массивы размера (n11 x n2)
    u   = np.zeros((n11, n2))
    u1  = np.zeros((n11, n2))
    u2  = np.zeros((n11, n2))
    u3  = np.zeros((n11, n2))
    # Для массивов с размерами (21,22) – (n1 x n21)
    v   = np.zeros((n1, n21))
    v1  = np.zeros((n1, n21))
    v2  = np.zeros((n1, n21))
    v3  = np.zeros((n1, n21))
    # Давление и связанные массивы – размеры (n1 x n2)
    p_arr  = np.zeros((n1, n2))
    p1_arr = np.full((n1, n2), p0)
    qk     = np.zeros((n1, n2))
    pk     = np.zeros((n1, n2))
    # Вспомогательные массивы для прогонки (размер n11)
    alf = np.zeros(n11)
    bt  = np.zeros(n11)

    # Начальные условия
    # Для всех i=1..n1 и j=1..n2: qk = 0 и p1 = p0 (уже установлено)
    # Для i=2..n1, j=2..n2: u3 = 1
    for i in range(2, n1 + 1):
        for j in range(2, n2 + 1):
            u3[i - 1, j - 1] = 1.0
    # Массив v3 и так заполнен нулями

    # Основной итерационный цикл (аналог цикла с меткой 5 в Fortran)
    n_iter = 0
    while True:
        n_iter += 1
        kk = 0
        if n_iter > m:
            break  # переход к метке 26

        # Копирование p1_arr в p_arr (аналог do 4)
        for i in range(n1):
            for j in range(n2):
                p_arr[i, j] = p1_arr[i, j]
        # Копирование u3 в u (аналог do 44)
        for i in range(n11):
            for j in range(n2):
                u[i, j] = u3[i, j]
        # Копирование v3 в v (аналог do 444)
        for i in range(n1):
            for j in range(n21):
                v[i, j] = v3[i, j]

        # ПРОГОНКА по I для компоненты U1
        for j in range(2, n22 + 1):  # j = 2 ... n22 (в Fortran)
            j_idx = j - 1
            j1 = j + 1
            j2 = j - 1
            alf[0] = 0.0
            bt[0]  = 0.0
            for i in range(2, n1 + 1):  # i = 2 ... n1
                i_idx = i - 1
                i1 = i + 1
                i2 = i - 1
                a = tr1
                b = tr1
                c = 1.0 + a + b
                # Перевод выражения: u(i,j) -> u[i-1,j_idx]
                f = u[i_idx, j_idx] - th1 * (p_arr[i_idx, j_idx] - p_arr[i2 - 1, j_idx]) \
                    + tr2 * (u[i_idx, j1 - 1] - 2 * u[i_idx, j_idx] + u[i_idx, j2 - 1])
                f = f - 0.25 * th1 * (((u[i1 - 1, j_idx] + u[i_idx, j_idx]) ** 2) - ((u[i_idx, j_idx] + u[i2 - 1, j_idx]) ** 2))
                f = f - 0.25 * th2 * (((v[i_idx, j1 - 1] + v[i2 - 1, j1 - 1]) * (u[i_idx, j1 - 1] + u[i_idx, j_idx])) \
                    - ((v[i_idx, j_idx] + v[i2 - 1, j_idx]) * (u[i_idx, j_idx] + u[i_idx, j2 - 1])))
                alf[i_idx] = a / (c - b * alf[i2 - 1])
                bt[i_idx]  = (f + b * bt[i2 - 1]) / (c - b * alf[i2 - 1])
            # Обратный ход прогонки
            u1[n11 - 1, j_idx] = 0.0
            for i in range(1, n1 + 1):
                k = n11 - i
                u1[k - 1, j_idx] = alf[k - 1] * u1[k, j_idx] + bt[k - 1]
        # Граничные условия для u1 (аналог do 91)
        for i in range(1, n11 + 1):
            u1[i - 1, 0]       = u[i - 1, 0]
            u1[i - 1, n2 - 1]    = u[i - 1, n2 - 1]

        # ПРОГОНКА по I для компоненты V1
        for j in range(2, n2 + 1):
            j_idx = j - 1
            j1 = j + 1
            j2 = j - 1
            alf[0] = 0.0
            bt[0]  = v[0, j_idx]  # v(1,j)
            for i in range(2, n12 + 1):
                i_idx = i - 1
                i1 = i + 1
                i2 = i - 1
                a = tr1
                b = tr1
                c = 1.0 + a + b
                f = v[i_idx, j_idx] - th2 * (p_arr[i_idx, j_idx] - p_arr[i_idx, j2 - 1]) \
                    + tr2 * (v[i_idx, j1 - 1] - 2 * v[i_idx, j_idx] + v[i_idx, j2 - 1])
                f = f - 0.25 * th1 * (((u[i1 - 1, j_idx] + u[i1 - 1, j2 - 1]) * (v[i1 - 1, j_idx] + v[i_idx, j_idx])) \
                    - ((u[i_idx, j_idx] + u[i_idx, j2 - 1]) * (v[i_idx, j_idx] + v[i2 - 1, j_idx])))
                f = f - 0.25 * th2 * (((v[i_idx, j1 - 1] + v[i_idx, j_idx]) ** 2) - ((v[i_idx, j_idx] + v[i_idx, j2 - 1]) ** 2))
                alf[i_idx] = a / (c - b * alf[i2 - 1])
                bt[i_idx]  = (f + b * bt[i2 - 1]) / (c - b * alf[i2 - 1])
            v1[n1 - 1, j_idx] = v[n1 - 1, j_idx]
            for i in range(1, n12 + 1):
                k = n1 - i
                v1[k - 1, j_idx] = alf[k - 1] * v1[k, j_idx] + bt[k - 1]
        for i in range(n1):
            v1[i, 0]       = v[i, 0]
            v1[i, n2 - 1]    = v[i, n2 - 1]

        # ПРОГОНКА по J для компоненты U2
        for i in range(2, n1 + 1):
            i_idx = i - 1
            i1 = i + 1
            i2 = i - 1
            alf[0] = 0.0
            bt[0]  = u[i_idx, 0] / 2.0 + u[i_idx, 1] / 6.0
            for j in range(2, n22 + 1):
                j_idx = j - 1
                j1 = j + 1
                j2 = j - 1
                a = tr2
                b = tr2
                c = 1.0 + a + b
                f = u1[i_idx, j_idx] - tr2 * (u[i_idx, j1 - 1] - 2 * u[i_idx, j_idx] + u[i_idx, j2 - 1])
                alf[j_idx] = a / (c - b * alf[j2 - 1])
                bt[j_idx]  = (f + b * bt[j2 - 1]) / (c - b * alf[j2 - 1])
            u2[i_idx, n2 - 1] = (2 + 3 * u[i_idx, n2 - 1] + u[i_idx, n2 - 2]) / 6.0
            for j in range(1, n22 + 1):
                k = n2 - j
                u2[i_idx, k - 1] = alf[k - 1] * u2[i_idx, k] + bt[k - 1]
        for i in range(1, n1 + 1):
            u2[i - 1, 0]       = (3 * u[i - 1, 0] + u[i - 1, 1]) / 6.0
            u2[i - 1, n2 - 1]    = (2 + 3 * u[i - 1, n2 - 1] + u[i - 1, n2 - 2]) / 6.0

        # ПРОГОНКА по J для компоненты V2
        for i in range(2, n12 + 1):
            i_idx = i - 1
            i1 = i + 1
            i2 = i - 1
            alf[0] = 0.0
            bt[0]  = 0.0
            for j in range(2, n2 + 1):
                j_idx = j - 1
                j1 = j + 1
                j2 = j - 1
                a = tr2
                b = tr2
                c = 1.0 + a + b
                f = v1[i_idx, j_idx] - tr2 * (v[i_idx, j1 - 1] - 2 * v[i_idx, j_idx] + v[i_idx, j2 - 1])
                alf[j_idx] = a / (c - b * alf[j2 - 1])
                bt[j_idx]  = (f + b * bt[j2 - 1]) / (c - b * alf[j2 - 1])
            v2[i_idx, n2 - 1] = 0.0
            for j in range(1, n2):
                k = n2 - j
                v2[i_idx, k - 1] = alf[k - 1] * v2[i_idx, k] + bt[k - 1]
        for j in range(2, n2 + 1):
            v2[0, j - 1]       = (3 * v[0, j - 1] + v[1, j - 1]) / 6.0
            v2[n1 - 1, j - 1]    = (3 * v[n1 - 1, j - 1] + v[n12 - 1, j - 1]) / 6.0

        # ВНУТРЕННЯЯ итерация для давления (VNUTR ITERAS Dlia DAVLENIA)
        k_iter = 0
        while True:
            k_iter += 1
            if k_iter > m0:
                break
            # Копирование p1_arr в pk
            for i in range(n1):
                for j in range(n2):
                    pk[i, j] = p1_arr[i, j]
            d = t0 / h1**2 + t1 / h2**2
            f = (u2[1, 0] - u2[0, 0]) / h1 + (v2[0, 1] - v2[0, 0]) / h2
            f = f + t0 * (p_arr[1, 0] - p_arr[0, 0]) / (h1**2) + t1 * (p_arr[0, 1] - p_arr[0, 0]) / (h2**2)
            p1_arr[0, 0] = (1 - wt) * pk[0, 0] + wt * ((t0 * pk[1, 0] / h1**2 + t1 * pk[0, 1] / h2**2) - f) / d
            for i in range(2, n12 + 1):
                i_idx = i - 1
                i1 = i + 1
                i2 = i - 1
                d = 2 * t0 / h1**2 + t / h2**2
                f = (u2[i1 - 1, 0] - u2[i_idx, 0]) / h1 + (v2[i_idx, 1] - v2[i_idx, 0]) / h2
                f = f + t0 * (p_arr[i1 - 1, 0] - 2 * p_arr[i_idx, 0] + p_arr[i2 - 1, 0]) / (h1**2) \
                    + t * (p_arr[i_idx, 1] - p_arr[i_idx, 0]) / (h2**2)
                p1_arr[i_idx, 0] = (1 - wt) * pk[i_idx, 0] + wt * ((t0 * (pk[i1 - 1, 0] + p1_arr[i2 - 1, 0]) / h1**2 + t * pk[i_idx, 1] / h2**2) - f) / d
            for j in range(2, n22 + 1):
                j_idx = j - 1
                j1 = j + 1
                j2 = j - 1
                d = t / h1**2 + 2 * t1 / h2**2
                f = (u2[1, j_idx] - u2[0, j_idx]) / h1 + (v2[0, j_idx] - v2[0, j2 - 1]) / h2
                f = f + t * (p_arr[1, j_idx] - p_arr[0, j_idx]) / (h1**2) \
                    + t1 * (p_arr[0, j1 - 1] - 2 * p_arr[0, j_idx] + p_arr[0, j2 - 1]) / (h2**2)
                p1_arr[0, j_idx] = (1 - wt) * pk[0, j_idx] + wt * ((t * pk[1, j_idx] / h1**2 + t1 * (pk[0, j1 - 1] + p1_arr[0, j2 - 1]) / h2**2) - f) / d
            d = t0 / h1**2 + t1 / h2**2
            f = u2[1, n2 - 1] / h1 - v2[0, n2 - 1] / h2
            f = f + t0 * (p_arr[1, n2 - 1] - p_arr[0, n2 - 1]) / (h1**2) - t1 * (p_arr[0, n2 - 1] - p_arr[0, n2 - 2]) / (h2**2)
            p1_arr[0, n2 - 1] = (1 - wt) * pk[0, n2 - 1] + wt * ((t0 * pk[1, n2 - 1] / h1**2 + t1 * p1_arr[0, n2 - 2] / h2**2) - f) / d
            f = -u2[n1 - 1, 0] / h1 + v2[n1 - 1, 1] / h2
            f = f - t0 * (p_arr[n1 - 1, 0] - p_arr[n12 - 1, 0]) / (h1**2) + t1 * (p_arr[n1 - 1, 1] - p_arr[n1 - 1, 0]) / (h2**2)
            p1_arr[n1 - 1, 0] = (1 - wt) * pk[n1 - 1, 0] + wt * ((t0 * p1_arr[n12 - 1, 0] / h1**2 + t1 * pk[n1 - 1, 1] / h2**2) - f) / d
            for i in range(2, n12 + 1):
                i_idx = i - 1
                i1 = i + 1
                i2 = i - 1
                for j in range(2, n22 + 1):
                    j_idx = j - 1
                    j1 = j + 1
                    j2 = j - 1
                    d = 2 / (h1**2) + 2 / (h2**2)
                    f = ((u2[i1 - 1, j_idx] - u2[i_idx, j_idx]) / h1 + (v2[i_idx, j1 - 1] - v2[i_idx, j_idx]) / h2) / t
                    f = f + (p_arr[i1 - 1, j_idx] - 2 * p_arr[i_idx, j_idx] + p_arr[i2 - 1, j_idx]) / (h1**2) \
                        + (p_arr[i_idx, j1 - 1] - 2 * p_arr[i_idx, j_idx] + p_arr[i_idx, j2 - 1]) / (h2**2)
                    p1_arr[i_idx, j_idx] = (1 - wt) * pk[i_idx, j_idx] + wt * (((pk[i1 - 1, j_idx] + p1_arr[i2 - 1, j_idx]) / h1**2 + (pk[i_idx, j1 - 1] + p1_arr[i_idx, j2 - 1]) / h2**2) - f) / d
            for j in range(2, n22 + 1):
                j_idx = j - 1
                j1 = j + 1
                j2 = j - 1
                d = t / h1**2 + 2 * t1 / h2**2
                f = -u2[n1 - 1, j_idx] / h1 + (v2[n1 - 1, j1 - 1] - v2[n1 - 1, j_idx]) / h2
                f = f - t * (p_arr[n1 - 1, j_idx] - p_arr[n12 - 1, j_idx]) / (h1**2) \
                    + t1 * (p_arr[n1 - 1, j1 - 1] - 2 * p_arr[n1 - 1, j_idx] + p_arr[n1 - 1, j2 - 1]) / (h2**2)
                p1_arr[n1 - 1, j_idx] = (1 - wt) * pk[n1 - 1, j_idx] + wt * ((t * p1_arr[n12 - 1, j_idx] / h1**2 + t1 * (pk[n1 - 1, j1 - 1] + p1_arr[n1 - 1, j2 - 1]) / h2**2) - f) / d
            for i in range(2, n12 + 1):
                i_idx = i - 1
                i1 = i + 1
                i2 = i - 1
                d = 2 * t0 / h1**2 + t / h2**2
                f = (u2[i1 - 1, n2 - 1] - u2[i_idx, n2 - 1]) / h1 - v1[i_idx, n2 - 1] / h2
                f = f + t0 * (p_arr[i1 - 1, n2 - 1] - 2 * p_arr[i_idx, n2 - 1] + p_arr[i2 - 1, n2 - 1]) / (h1**2) \
                    - t * (p_arr[i_idx, n2 - 1] - p_arr[i_idx, n2 - 2]) / (h2**2)
                p1_arr[i_idx, n2 - 1] = (1 - wt) * pk[i_idx, n2 - 1] + wt * ((t0 * (pk[i1 - 1, n2 - 1] + p1_arr[i2 - 1, n2 - 1]) / h1**2 + t * p1_arr[i_idx, n2 - 2] / h2**2) - f) / d
            d = t0 / h1**2 + t1 / h2**2
            f = -u2[n1 - 1, n2 - 1] / h1 - v2[n1 - 1, n2 - 1] / h2
            f = f - t0 * (p_arr[n1 - 1, n2 - 1] - p_arr[n12 - 1, n2 - 1]) / (h1**2) - t1 * (p_arr[n1 - 1, n2 - 1] - p_arr[n1 - 1, n2 - 2]) / (h2**2)
            p1_arr[n1 - 1, n2 - 1] = (1 - wt) * pk[n1 - 1, n2 - 1] + wt * ((t0 * p1_arr[n12 - 1, n2 - 1] / h1**2 + t1 * p1_arr[n1 - 1, n2 - 2] / h2**2) - f) / d

            # Вычисление максимальной разницы (hop) между обновлёнными и предыдущими значениями давления
            hop = 0.0
            for i in range(n1):
                for j in range(n2):
                    ps = abs(p1_arr[i, j] - pk[i, j])
                    if ps > hop:
                        hop = ps
            if hop <= epsp:
                break

        # Обновление граничных условий для скоростей u3 и v3
        for i in range(2, n1 + 1):
            i_idx = i - 1
            i2 = i - 1
            u3[i_idx, 0] = u2[i_idx, 0] - t0 * (p1_arr[i_idx, 0] - p1_arr[i2 - 1, 0] - p_arr[i_idx, 0] + p_arr[i2 - 1, 0]) / h1
            u3[i_idx, n2 - 1] = u2[i_idx, n2 - 1] - t0 * (p1_arr[i_idx, n2 - 1] - p_arr[i_idx, n2 - 1] - p1_arr[i2 - 1, n2 - 1] + p_arr[i2 - 1, n2 - 1]) / h1
        for j in range(2, n2 + 1):
            j2 = j - 1
            v3[0, j - 1] = v2[0, j - 1] - t1 * (p1_arr[0, j - 1] - p1_arr[0, j2 - 1] - p_arr[0, j - 1] + p_arr[0, j2 - 1])
            v3[n1 - 1, j - 1] = v2[n1 - 1, j - 1] - t1 * (p1_arr[n1 - 1, j - 1] - p1_arr[n1 - 1, j2 - 1] - p_arr[n1 - 1, j - 1] + p_arr[n1 - 1, j2 - 1])
        for i in range(2, n1 + 1):
            i_idx = i - 1
            for j in range(2, n22 + 1):
                i2 = i - 1
                u3[i_idx, j - 1] = u2[i_idx, j - 1] - th1 * (p1_arr[i_idx, j - 1] - p1_arr[i2 - 1, j - 1] - p_arr[i_idx, j - 1] + p_arr[i2 - 1, j - 1])
        for i in range(2, n12 + 1):
            i_idx = i - 1
            for j in range(2, n2 + 1):
                j2 = j - 1
                v3[i_idx, j - 1] = v2[i_idx, j - 1] - th2 * (p1_arr[i_idx, j - 1] - p1_arr[i_idx, j2 - 1] - p_arr[i_idx, j - 1] + p_arr[i_idx, j2 - 1])
        
        # Вычисление максимального отклонения скорости (hopu)
        hopu = 0.0
        for i in range(n1):
            for j in range(n2):
                ps = abs(u3[i, j] - u[i, j])
                if ps > hopu:
                    hopu = ps
        print(f"kk: {kk}, n_iter: {n_iter}, hop: {hop}, hopu: {hopu}")
        if hopu <= eps:
            break

    # Метка 26: окончательные вычисления
    for i in range(2, n12 + 1):
        i2 = i - 1
        for j in range(2, n22 + 1):
            j2 = j - 1
            qk[i - 1, j - 1] = (u3[i - 1, j - 1] - u3[i2 - 1, j - 1]) / h1 + (v3[i - 1, j - 1] - v3[i - 1, j2 - 1]) / h2
    for i in range(n1):
        u[i, 0] = 0.0
        for j in range(2, n2 + 1):
            j2 = j - 1
            u[i, j - 1] = u[i, j2 - 1] + h2 * u3[i, j - 1]

    # Запись результатов в файл 'surf.dat'
    with open('surf.dat', 'w') as f:
        for i in range(n1):
            for j in range(n2):
                f.write(f"{i * h1:15.10f} {j * h2:15.10f} {u[i, j]:15.10f}\n")

    # Вывод результатов на экран
    print("SKOROST U")
    pesat(u3, n11, n2)
    print("SKOROST V")
    pesat(v3, n1, n21)
    print("DAVLENIE P")
    pesat(p1_arr, n1, n2)

    # Запись результатов в файлы 'kavuv00.dat' и 'kavdiv00.dat'
    with open('kavuv00.dat', 'w') as f:
        # Запись u3
        for j in range(n2):
            line = "".join(f"{u3[i, j]:9.4f}" for i in range(n1))
            f.write(line + "\n")
        # Запись v3
        for j in range(n2):
            line = "".join(f"{v3[i, j]:9.4f}" for i in range(n1))
            f.write(line + "\n")
        # Запись p1_arr
        for j in range(n2):
            line = "".join(f"{p1_arr[i, j]:9.4f}" for i in range(n1))
            f.write(line + "\n")
    with open('kavdiv00.dat', 'w') as f:
        # Запись qk
        for j in range(n2):
            line = "".join(f"{qk[i, j]:9.4f}" for i in range(n1))
            f.write(line + "\n")
        # Запись u
        for j in range(n2):
            line = "".join(f"{u[i, j]:9.4f}" for i in range(n1))
            f.write(line + "\n")

if __name__ == "__main__":
    main()
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#Код двумерного уравнения Навье-Стокса с применением классического двухэтапного расщепления по физическим процессам, написанный на языке Python

import numpy as np

def main():
    # Размеры (аналог Fortran: n1=21, n2=21, n21=n2+1, n12=n1-1, n22=n2-1)
    n1 = 21
    n2 = 21
    n21 = n2 + 1
    n12 = n1 - 1
    n22 = n2 - 1

    # Параметры задачи
    p0   = 1.0
    eps  = 1e-5
    epsp = 1e-5
    m    = 10000
    m0   = 5000
    t    = 0.005
    dl1  = 1.0
    dl2  = 1.0
    h1   = dl1 / n12
    h2   = dl2 / n22
    th1  = t / h1
    th2  = t / h2
    re   = 0.05
    tr1  = t * re / h1**2
    tr2  = t * re / h2**2
    oh1  = 1.0 / h1
    oh2  = 1.0 / h2
    oh1k = 1.0 / h1**2
    oh2k = 1.0 / h2**2
    t0   = h2**2 / (8 * re)
    t1   = h1**2 / (8 * re)
    wt   = 1.7

    # Выделение массивов (размеры 21x21)
    u   = np.zeros((n1, n2))
    u1  = np.zeros((n1, n2))
    v   = np.zeros((n1, n2))
    v1  = np.zeros((n1, n2))
    p   = np.zeros((n1, n2))
    p1  = np.zeros((n1, n2))
    qk  = np.zeros((n1, n2))
    pk  = np.zeros((n1, n2))
    
    # Инициализация граничных и начальных условий для внутренних точек
    # Fortran: do i=2,n12, do j=2,n22
    for i in range(1, n12):      # индексы Fortran: 2..n12  -> Python: 1..(n12-1)
        for j in range(1, n22):  # Fortran: 2..n22 -> Python: 1..(n22-1)
            v1[i, j] = 0.0
            qk[i, j] = 0.0
            p1[i, j] = p0
            u1[i, j] = 1.0

    # Основной итерационный цикл (метка 5)
    n_iter = 0
    while True:
        n_iter += 1
        kk = 0
        if n_iter > m:
            break  # переход к метке 26

        # Копирование текущих значений: p <- p1, u <- u1, v <- v1
        p[:, :] = p1[:, :]
        u[:, :] = u1[:, :]
        v[:, :] = v1[:, :]

        # Граничное условие для строки i=1 (Fortran: i=1, j=2..n22)
        # Перевод: для j=2..n22, т.е. в Python: j от 1 до n22-1
        for j in range(1, n22):
            j1 = j + 1
            j2 = j - 1
            # Для i=1: Fortran u1(1,j) -> Python u1[0, j]
            # Здесь qk1 не вычислено для граничной строки – предполагаем qk1 = 0
            qk1 = 0.0
            u1[0, j] = u[0, j] \
                - 0.25 * th1 * (((u[1, j] + u[0, j])**2) - (u[0, j]**2))
            u1[0, j] = u1[0, j] - 0.25 * th2 * ( ((v[1, j] + v[0, j]) * (u[0, j1] + u[0, j])) \
                - ((v[1, j2] + v[0, j2]) * (u[0, j] + u[0, j2])) )
            u1[0, j] = u1[0, j] + tr1 * (u[1, j] - 2 * u[0, j]) \
                + tr2 * (u[0, j1] - 2 * u[0, j] + u[0, j2]) \
                - t * qk1 * u[0, j]

        # Граничное условие для столбца j=1 для i=2..n12
        for i in range(1, n12):
            i1 = i + 1
            i2 = i - 1
            # Для j=1: индекс 0
            # Здесь qk2 не вычислено для граничного столбца – предполагаем qk2 = 0
            qk2 = 0.0
            v1[i, 0] = v[i, 0] \
                - 0.25 * th1 * (((u[i, 1] + u[i, 0]) * (v[i1, 0] + v[i, 0])) \
                - ((u[i2, 1] + u[i2, 0]) * (v[i, 0] + v[i2, 0])))
            v1[i, 0] = v1[i, 0] - 0.25 * th2 * (((v[i, 1] + v[i, 0])**2) - (v[i, 0]**2))
            v1[i, 0] = v1[i, 0] + tr1 * (v[i1, 0] - 2 * v[i, 0] + v[i2, 0]) \
                + tr2 * (v[i, 1] - 2 * v[i, 0]) \
                - t * qk2 * v[i, 0]

        # Внутренние узлы (i=2..n12, j=2..n22)
        for i in range(1, n12):
            i1 = i + 1
            i2 = i - 1
            for j in range(1, n22):
                j1 = j + 1
                j2 = j - 1
                qk1 = 0.5 * (qk[i1, j] + qk[i, j])
                qk2 = 0.5 * (qk[i, j1] + qk[i, j])
                u1[i, j] = u[i, j] \
                    - 0.25 * th1 * (((u[i1, j] + u[i, j])**2) - ((u[i, j] + u[i2, j])**2))
                u1[i, j] = u1[i, j] - 0.25 * th2 * ( ((v[i1, j] + v[i, j]) * (u[i, j1] + u[i, j])) \
                    - ((v[i1, j2] + v[i, j2]) * (u[i, j] + u[i, j2])) )
                u1[i, j] = u1[i, j] + tr1 * (u[i1, j] - 2 * u[i, j] + u[i2, j]) \
                    + tr2 * (u[i, j1] - 2 * u[i, j] + u[i, j2]) \
                    - t * qk1 * u[i, j]
                v1[i, j] = v[i, j] \
                    - 0.25 * th1 * ( ((u[i, j1] + u[i, j]) * (v[i1, j] + v[i, j])) \
                    - ((u[i2, j1] + u[i2, j]) * (v[i, j] + v[i2, j])) )
                v1[i, j] = v1[i, j] - 0.25 * th2 * (((v[i, j1] + v[i, j])**2) - ((v[i, j] + v[i, j2])**2))
                v1[i, j] = v1[i, j] + tr1 * (v[i1, j] - 2 * v[i, j] + v[i2, j]) \
                    + tr2 * (v[i, j1] - 2 * v[i, j] + v[i, j2]) \
                    - t * qk2 * v[i, j]

        # Граничные условия по j для v1:
        for j in range(n2):
            # Верхняя граница (i=1)
            v1[0, j] = (3 * v[0, j] + v[1, j]) / 6.0
            # Нижняя граница (i=n1)
            v1[n1 - 1, j] = (3 * v[n1 - 1, j] + v[n12 - 1, j]) / 6.0

        # Граничные условия по i для u1:
        for i in range(n1):
            u1[i, 0] = (3 * u[i, 0] + u[i, 1]) / 6.0
            u1[i, n2 - 1] = (2 + 3 * u[i, n2 - 1] + u[i, n22 - 1]) / 6.0

        # ВНУТРЕННЯЯ итерация для давления (метка 10)
        k_iter = 0
        pressure_cycle = 0
        while True:
            k_iter += 1
            if k_iter > m0:
                break
            # Копирование текущего давления
            pk[:, :] = p1[:, :]
            d = t0 / h1**2 + t1 / h2**2
            f = u1[0, 0] / h1 + v1[0, 0] / h2
            p1[0, 0] = (1 - wt) * pk[0, 0] + wt * ((t0 * pk[1, 0] / h1**2 + t1 * pk[0, 1] / h2**2 - f) / d)
            # Обработка первой строки (i=2..n12)
            for i in range(1, n12):
                i1 = i + 1
                i2 = i - 1
                d_val = 2 * t0 / h1**2 + t / h2**2
                f_val = (u1[i, 0] - u1[i2, 0]) / h1 + v1[i, 0] / h2
                p1[i, 0] = (1 - wt) * pk[i, 0] + wt * ((t0 * (pk[i1, 0] + p1[i2, 0]) / h1**2 + t * pk[i, 1] / h2**2 - f_val) / d_val)
            # Обработка первого столбца (j=2..n22)
            for j in range(1, n22):
                j1 = j + 1
                j2 = j - 1
                d_val = t / h1**2 + 2 * t1 / h2**2
                f_val = u1[0, j] / h1 + (v1[0, j] - v1[0, j2]) / h2
                p1[0, j] = (1 - wt) * pk[0, j] + wt * ((t * pk[1, j] / h1**2 + t1 * (pk[0, j1] + p1[0, j2]) / h2**2 - f_val) / d_val)
            # Обработка угловых точек
            d_val = t0 / h1**2 + t1 / h2**2
            f_val = u1[0, n2 - 1] / h1 - v1[0, n22 - 1] / h2
            p1[0, n2 - 1] = (1 - wt) * pk[0, n2 - 1] + wt * ((t0 * pk[1, n2 - 1] / h1**2 + t1 * p1[0, n22 - 1] / h2**2 - f_val) / d_val)
            f_val = -u1[n12 - 1, 0] / h1 + v1[n1 - 1, 0] / h2
            p1[n1 - 1, 0] = (1 - wt) * pk[n1 - 1, 0] + wt * ((t0 * p1[n12 - 1, 0] / h1**2 + t1 * pk[n1 - 1, 1] / h2**2 - f_val) / d_val)
            # Внутренние узлы
            for i in range(1, n12):
                i1 = i + 1
                i2 = i - 1
                for j in range(1, n22):
                    j1 = j + 1
                    j2 = j - 1
                    d_val = 2 / h1**2 + 2 / h2**2
                    f_val = ((u1[i, j] - u1[i2, j]) / h1 + (v1[i, j] - v1[i, j2]) / h2) / t
                    p1[i, j] = (1 - wt) * pk[i, j] + wt * (((pk[i1, j] + p1[i2, j]) / h1**2 + (pk[i, j1] + p1[i, j2]) / h2**2 - f_val) / d_val)
            for j in range(1, n22):
                j1 = j + 1
                j2 = j - 1
                d_val = t / h1**2 + 2 * t1 / h2**2
                f_val = -u1[n12 - 1, j] / h1 + (v1[n1 - 1, j] - v1[n1 - 1, j2]) / h2
                p1[n1 - 1, j] = (1 - wt) * pk[n1 - 1, j] + wt * ((t * p1[n12 - 1, j] / h1**2 + t1 * (pk[n1 - 1, j1] + p1[n1 - 1, j2]) / h2**2 - f_val) / d_val)
            for i in range(1, n12):
                i1 = i + 1
                i2 = i - 1
                d_val = 2 * t0 / h1**2 + t / h2**2
                f_val = (u1[i, n2 - 1] - u1[i2, n2 - 1]) / h1 - v1[i, n22 - 1] / h2
                p1[i, n2 - 1] = (1 - wt) * pk[i, n2 - 1] + wt * ((t0 * (pk[i1, n2 - 1] + p1[i2, n2 - 1]) / h1**2 + t * p1[i, n22 - 1] / h2**2 - f_val) / d_val)
            d_val = t0 / h1**2 + t1 / h2**2
            f_val = -u1[n12 - 1, n2 - 1] / h1 - v1[n1 - 1, n22 - 1] / h2
            p1[n1 - 1, n2 - 1] = (1 - wt) * pk[n1 - 1, n2 - 1] + wt * ((t0 * p1[n12 - 1, n2 - 1] / h1**2 + t1 * p1[n1 - 1, n22 - 1] / h2**2 - f_val) / d_val)
            
            # Вычисление максимальной разности для давления
            hop = np.max(np.abs(p1 - pk))
            pressure_cycle += 1
            # Каждые 10 итераций можно выводить промежуточную информацию
            if pressure_cycle == 10:
                print(f"Pressure cycle: {pressure_cycle}, n_iter: {n_iter}, hop: {hop}")
                pressure_cycle = 0

            if hop <= epsp:
                break

        # Обновление граничных условий для скоростей (метка 23)
        for i in range(1, n12):
            i1 = i + 1
            v1[i, 0] = v1[i, 0] - th2 * (p1[i, 1] - p1[i, 0])
            u1[i, 0] = u1[i, 0] - t0 * (p1[i1, 0] - p1[i, 0]) / h1
            u1[i, n2 - 1] = u1[i, n2 - 1] - t0 * (p1[i1, n2 - 1] - p1[i, n2 - 1]) / h1

        for j in range(1, n22):
            j1 = j + 1
            u1[0, j] = u1[0, j] - th1 * (p1[1, j] - p1[0, j])
            v1[0, j] = v1[0, j] - t1 * (p1[0, j1] - p1[0, j]) / h2
            v1[n1 - 1, j] = v1[n1 - 1, j] - t1 * (p1[n1 - 1, j1] - p1[n1 - 1, j]) / h2

        for i in range(1, n12):
            i1 = i + 1
            for j in range(1, n22):
                j1 = j + 1
                u1[i, j] = u1[i, j] - th1 * (p1[i1, j] - p1[i, j])
                v1[i, j] = v1[i, j] - th2 * (p1[i, j1] - p1[i, j])

        # Вычисление max отклонения скоростей
        hopu = np.max(np.abs(u1 - u))
        print(f"n_iter: {n_iter}, hop: {hop}, hopu: {hopu}")
        if hopu > eps:
            continue
        else:
            break

    # Метка 26: окончательные вычисления
    print(f"Окончание итераций: n_iter={n_iter}, hop={hop}, hopu={hopu}")
    for i in range(1, n12):
        for j in range(1, n22):
            qk[i, j] = (u1[i, j] - u1[i - 1, j]) / h1 + (v1[i, j] - v1[i, j - 1]) / h2

    for i in range(n1):
        u[i, 0] = 0.0
        for j in range(1, n2):
            u[i, j] = u[i, j - 1] + h2 * u1[i, j]

    # Запись результатов в файл surf.dat
    with open('surf.dat', 'w') as f:
        for i in range(n1):
            for j in range(n2):
                f.write(f"{i * h1:15.10f} {j * h2:15.10f} {u[i, j]:15.10f}\n")

    # Запись результатов в файлы kavuv00.dat и kavdiv00.dat
    # В kavuv00.dat запишем u1, затем v1, затем p1
    with open('kavuv00.dat', 'w') as f:
        for j in range(n2):
            line = "".join(f"{u1[i, j]:9.4f}" for i in range(n1))
            f.write(line + "\n")
        for j in range(n2):
            line = "".join(f"{v1[i, j]:9.4f}" for i in range(n1))
            f.write(line + "\n")
        for j in range(n2):
            line = "".join(f"{p1[i, j]:9.4f}" for i in range(n1))
            f.write(line + "\n")
    # В kavdiv00.dat запишем qk, затем u
    with open('kavdiv00.dat', 'w') as f:
        for j in range(n2):
            line = "".join(f"{qk[i, j]:9.4f}" for i in range(n1))
            f.write(line + "\n")
        for j in range(n2):
            line = "".join(f"{u[i, j]:9.4f}" for i in range(n1))
            f.write(line + "\n")

if __name__ == "__main__":
    main()
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LK Ko KOHBLLIB E. OcmanoB
Tonmucano SIIT E. Ocnaros
Signed with EDS Y. Ospanov

«¥IITTHIK 3IATKEPIiK MEHIIK HHCTHTYTs» PMK AHpexTops!
Jupexrop PTTI «HauuoHaIbHBIT HHCTHTYT HHTEIUIEKTYaIbHOIl COOCTBEHHOCTH»
Director of RSE «National institute of intellectual property»
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(54)  ArMoctepabik ayaHbl KAIIBIKTEIKTaH GakbLIaY TaCL
CnocoB MCTaHIMOHHOIO MOHHTOPHHIA ATMOC(EPHOID BO3/YXA
Method of remote monitoring of atmospheric air

(73) Temupdexos Anmac Hypmanosua (KZ)
Temirbekov Almas Nurlanovich (K7)

(72)  TemupGexos Hypran Myxanosua (KZ) Temirbekov Nurlan Mukhanovich (KZ)
TemupGeron Asmac Hypnanosua (K7,) Temirbekov Almas Nurlanovich (K7)
Kaceron Chiphiv Epxunorua (K7) Kassenov Syrym Erkinovich (K7.)
l'aviaGait Jumrapa Opa3tekkisnl (KZ) ‘Tamabay Dinara Orazbekkyzy (KZ)
Manuapos Myparkas HaGerosnu (KZ) Madiyarov Muratkan Nabenovich (KZ)
Baitrepees Jlocan Pakuvranuesny (K7) Baigereyev Dossan Rakimgalievich (K7)
Maurassapos Epwan Amanrazsinosuy (K7) Malgazhdaroy Yerzhan Amangazinovich (K7)
AGonwmna Gapuia | laypysGaesna (KZ) Abdoldina Farida Nauruzbaevna (KZ)
Iykenosa 3yan¢na Aiinynosna (KZ) ‘Tukenova Zulfiya Aidunovna (KZ)
TemupGekoa Mapskan Hypaanosua (KZ) Temirbekova Marzhan Nurlanovna (K7)

OIK kout KoiibL b F. Ocnanon
lloarmcario LI E. Ocnarios
Signed with EDS Y. Ospanov

¥ITTLIK 3HATKEPNIK MEMIIK HICTATYTL PMK aupektoprr
Jupextop PITT «HaunosanbHbliE HHCTUTYT HHTC/UICKTYAIbHON COGCTBCHHOCTHY
Director of RSE «National institute of intellectual property»
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ABTOPNBIK-K¥KBIKMEH KOPFANATBIH OB BLEKTIIERIE K¥KBIKTAPABIH
MEMIEKETTIK TI3INIMIE MOMMETTEPLI EHII3Y TYPANBI

KYomIK

2024 eurest «31» Kartap No 42532

ABTOD/IBIH (nap,qb\u) JKOHI, aThl, axecmm aTbl (erep 071 )KeKe GachH, Kyanau,qmpanm KpkarTa xepcermce)
FEMIIP { Y, Ka B Chipblt il a apa

ABTOP/IBIK KYKbIK 00bekTicCi: JEM-re apHanFaH OarjapiaaMa

O6nekriin araysr: Paspa6or aMMBI 0 CHOBAHHBIH Ha MeToJjJaX MAIMHHOTO 00y e Hus [1/isl OHeHKH
HeraTWBHOTO B/IMSIHUSA 3arDSI3HeHHsT BO3/[yXa Ha 0Bbe HaCe/IeHUs

O6beKTiHI Jkacarad KyHi: 29.01.2024

Iyar TyrEyckansinss hHpARN Kazpatent ke/n Saimsinbin
*AsTopRbIK VKiK' Beliiminae Tekcepyre Gonaas https:/icopyrightkazpatentkz

TIORSMHHOCT, FOKYMEHTa BOIMOXHO NDORBPY T WA Gl Kazpatant ki
& pasiene «ABTOpCkoe ipanoy hitps:cofiyright kazpatentkz

BUK ko koAb E.Ocnatos
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KA3AKCTAH PECITYBITMKACH! PECRYBITUKA KA3AXCTAH

ABTOPNBIK-K¥KBIKMEH KOPFANATBIH OB BLEKTIIERIE K¥KBIKTAPABIH
MEMIEKETTIK TI3INIMIE MOMMETTEPLI EHII3Y TYPANBI

KYomIK

2023 xeunest «20» akman No 32823

ABTOD/IBIH (nap,qb\u) JKOHI, aThl, axecmlﬂ aTbi.(erep-o/1 Keke 6achH, Kyanau,m,lpanm KyKarta xepcermce)
[P Y \J] OB

TEMM OBAJ]MAC IAHOBIY, BAIT EPEEB JOCAH PAKMIAJIUEBAY, OB
MYP, H CEHO EP BITY, T

'ABTOP/IBIK KYKbIK 06bekTici: DEM-re apHanran 6argapiama

O6nekriHiH aTayst: FeoundiopManioHHas CHCTeMa MOHHTODHHTA aTMOC epDHOr0 BO3/lyXa NPOMBLILIEHHBIX

06BEKTOB C yueToM (OToXHMUYECKHX TPEE] eHUiT Ha 0CHOBE OBBIX TeXHO/I0LHIT

Q6bexrinl xacaraH KyHi: 09.01.2023

Kxax Ty cKaeirui bpHRI Kazhatant e/l Baimsen
*AsTopRbIK VKiK' Beliiminae Tekcepyre Gonaas https:/icopyrightkazpatentkz

TIORNMMHOCT, AOKYMEHTa BOIMOXHO APOBEDUTY 1A Calie Kazpalent kz
& pasiene «ABTOpCkoe ipanoy hitps:cofiyright kazpatentkz

BUK ko koAb E.Ocnatos





