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КІРІСПЕ

Зерттеу жұмысының өзектілігі. Қазіргі заманғы материалтану және қазіргі физиканың, биологияның және химияның қолданбалы міндеттері, атап айтқанда, микро-гетерогенді ортадағы процестерді зерттеуге әкеледі (қаңқалар, кеуекті орталар, наноқұрылымның композициялық материалдары және т.б.). Мұндай есептерді сандық әдістер мен есептеу құралдары арқылы шешу қиын, өйткені олар миллиардтаған белгісіз алгебралық теңдеулер жүйесін және теңдеуді зерттеуді және шешуді қажет етеді. Бұл жағдайда асимптотикалық талдау әдістері мен орташалау теориялары көмекке келеді,  шешім алғашқы есептердің шешіміне жақын микронеогендік емес салаларда едәуір қарапайым есептерді жазуға мүмкіндік береді [1-6].
Бұл жұмыста шағын параметрдің мөлшеріне тәуелді периодты және локальды–периодты ұсақ түйіршікті кедергілері бар анизотропты ортада екі өлшемді Навье–Стокс теңдеулер жүйесі үшін бастапқы–шектік есептің аттракторларының осы параметр нөлге ұмтылған кездегі асимптотикалық әрекетін зерттейміз. Перфорацияланған облыстардағы есептер (ұсақ түйіршікті кедергілері бар облыстарда) математик мамандардың үлкен назарын аударды [7-13]. 
Перфорацияланған облыстағы әртүрлі есептердің орташаландырудың кейбір нәтижелері туралы [14-20] жұмыстардан оқуға болады, сонымен қатар, бұл жерде қажетті библиографиялармен танысуға болады. 
Аттракторлар диссипативті сызықтық емес эволюциялық теңдеулер шешімдерінің үлкен уақыттағы әрекетін сипаттайды және сәйкес динамикалық жүйелердің шекті құрылымдарының тұрақтылығы мен тұрақсыздығын сипаттайды (мысалы, монографиялар [20 р. 467-486; 21-33] және олардағы сілтемелерді қараңыз).  Тез өзгеретін мүшелері бар автономды және автономды емес екі өлшемді Навье–Стокс теңдеулеріне арналған есептер қарастырылған [34-36].
Бұл жұмыста шекті (орташаланған) теңдеудегі потенциалдың пайда болу жағдайы қарастырылады (ұқсас есептерді [37] қараңыз). Соңғы уақыттарда пайда болған аттракторларды орташалау бойынша кейбір нәтижелерді атап өтейік (қараңыз[38]). [38, с. 95-103; 39-44]  және [44, p. 289-308; 45, 46] жұмыстағы диссипативті периодты перфорацияланған облыстардағы скалярлық эволюциялық реакция-диффузия теңдеулердің аттракторларының орташалануы зерттелді. 
Диссертациялық жұмыста перфорацияланған облыстағы (кедергілері бар облыс) тез өзгеретін мүшелері бар Навье–Стокс теңдеулер жүйесі және жалпыланған Навье–Стокс теңдеулер жүйесінің траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекеті қызықтырады. Біз кіші параметр нөлге ұмтылғандағы аттракторлардың әлсіз жинақталуы мен шектік әрекетін зерттейміз (мұнда кіші параметр қуыстардың диаметрін (кедергілерді) және олардың ортадағы қашықтығын сипаттайды). Біз алғашқы бастапқы-шеттік есептердің аттракторлары шекті (орташаланған) Навье-Стокс теңдеулер жүйесі үшін негізгі бөліктері өзгертілген және қосымша потенциалдары бар бастапқы-шеттік есептердің аттракторларына жинақталатының көрсеттік (ұқсас есептерді [44, p. 289-308], [20, p.467-486], [21, p. 655-683] қараңыз).
 Жұмыстың мақсаты. Бұл жұмыстың мақсаты тесіктерінің мөлшерін сипаттайтын шағын параметр және олардың арасындағы қашықтық нөлге ұмтылған кезде шағын тесіктері бар облыста берілген екі өлшемді Навье-Стокс теңдеулер жүйесі және жалпыланған  екі өлшемді Навье-Стокс теңдеулер жүйелерінің аттракторының әрекетін зерттеу.
Зерттеудің жалпы әдістері. Қойылған есептерді зерттеу үшін асимптотикалық талдау әдістері және дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің бастапқы-шеттік есептерін орташалау теориясы қолданылады.
Ғылыми-зерттеу жұмысын зерттеу үшін асимптотикалық талдау әдістері, орташалау теориясы, сызықтық емес теңдеулердің сапалық теориясы және функционалдық анализ әдістері қолданылды.
Ғылыми жаңалығы. 
Жұмыста  келесідей жаңа ғылыми нәтижелер алынды.
1.  Периодты кеуекті ортада Навье-Стокс жазық есебінің траекториялық аттракторының шекті әрекеті сипатталды және жинақтылық шарттары алынды;
2. Локалды-периодты перфорацияланған ортада екі өлшемді Навье-Стокс есебінің траекториялық аттракторының шекті әрекеті сипатталды және жинақтылық шарттары алынды;
 3. Локалды-периодты перфорацияланған ортада тұтқырлығы өзгермелі анизотропты сұйықтық үшін екі өлшемді Навье-Стокс есептерінің траекториялық аттракторының шекті әрекеті сипатталды және жинақтылық шарттары алынды;
Зерттеудің негізгі нәтижелерінің сипаттамасы
Диссертациялық жұмыстың бірінші бөлімінде автономды эволюциялық теңдеулердің траекториялық аттракторлары туралы негізгі ұғымдар берілген және жалпы теоремалар тұжырымдалады.
Зерттеу жұмысының екінші бөлімінде локалды-кеуекті ортада Навье-Стокс жазық есебінің траекториялық аттракторының жинақтылық шарттары алынды. 
Үшінші бөлімінде локалды-периодты перфорацияланған ортада екі өлшемді Навье-Стокс есебінің траекториялық аттракторының жинақтылық шарттары алынды.
 Төртінші бөлімде локалды-периодты перфорацияланған ортада тұтқырлығы өзгермелі анизотропты сұйықтық үшін екі өлшемді Навье-Стокс есептерінің траекториялық аттракторының жинақтылық шарттары алынды.
Алынған нәтижелердің жаңашылдығы мен маңыздылығының негіздемесі
Жұмыста алынған ғылыми нәтижелер жаңа және теориялық сипатта жасалған. Олар периодты және локалды-периодты перфорацияланған ортадағы екі өлшемді Навье-Стокс теңдеулер жүйесінің шешімдерінің ұзақ мерзімді әрекетін сипаттайды. Бұл нәтижелерді қолданбалы математикада ұсақ кедергілері бар жазық облыстардағы сұйықтықтардың қозғалысын сандық модельдеуде қолдануға болады.
Алынған ғылыми нәтижелерді магистратура мен докторантурада ғылыми кадрларды даярлау кезінде дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің элективті курстарының бөлімдері ретінде пайдалануға болады.
Жұмыстың басқа ғылыми-зерттеу жұмыстарымен байланысы.     
Диссертациялық жұмыс мемлекеттік бюджеттен қаржыландырылатын жобаның аясында орындалған:AP22684340 «Тербелмелі шекарасы бар перфорацияланған облыстағы Гинзбург-Ландау комплексті теңдеуінің аттракторларының асимптотикасы туралы» .
	          Диссертациялық зерттеу тақырыбы «Жаратылыстану ғылымдары» ғылым бағыты бойынша «Елдің зияткерлік әлеуеті» басым бағытына, «Математика, механика, астрономия, физика, химия, биология, информатика және география саласындағы іргелі және қолданбалы зерттеулер» мамандандырылған ғылыми бағытына сәйкес келеді.
 	Докторлық диссертацияның нәтижелері математика саласында қолданылады.
Жұмыста алынған жаңа ғылыми нәтижелері
Жұмыста  келесідей жаңа ғылыми нәтижелер алынды.
1.  Периодты кеуекті ортада Навье-Стокс жазық есебінің траекториялық аттракторының шекті әрекеті сипатталды және жинақтылық шарттары алынды;
2. Локалды-периодты перфорацияланған ортада екі өлшемді Навье-Стокс есебінің траекториялық аттракторының шекті әрекеті сипатталды және жинақтылық шарттары алынды;
 3. Локалды-периодты перфорацияланған ортада тұтқырлығы өзгермелі анизотропты сұйықтық үшін екі өлшемді Навье-Стокс есептерінің траекториялық аттракторының шекті әрекеті сипатталды және жинақтылық шарттары алынды;
Жарияланымдар. Диссертацияның негізгі нәтижелері 15 жұмыста жарияланды (5 мақала және 10 тезис). Оның ішінде 4 мақала Web of Science Core Collection және Scopus базасына кіретін журналдарда (2 мақала 35-тен астам процентилі бар журналдарда), 1 мақала шетелдік басылымдарда, сондай-ақ, 10 тезис халықаралық ғылыми конференциялар материалдарында.
1. Об аттракторах системы уравнений Навье-Стокса в двумерной пористой среде // Проблемы математического анализа. – 2022. – Т. 115. – С. 15-28. 
Attractors of the Navier–Stokes equations in a two-dimensional porous medium // Journal of Mathematical Sciences. – 2022. – Vol. 262, №3. – P. 246-261 (CiteScore2022=0.6, процентиль 13).
2. Attractors of 2D Navier–Stokes system of equations in a locally periodic porous medium // Bulletin of the Karaganda university – Mathematics. – 2022. – Vol. 107, №3. – P. 35-50 (CiteScore2022=1.0, процентиль 35).
3. Об аттракторах 2D системы Навье–Стокса в среде с анизотропной переменной вязкостью и периодическими препятствиями // Записки научных семинаров Санкт-Петербургского отделения математического института им. В.А. Стеклова РАН. – 2022. – Т. 519. – С. 10-34.
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2. Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің «Іргелі математика» кафедрасының ғылыми семинарында (Астана, 2023 – 30 қараша 2023; 2024 – 4 сәуір, 18 сәуір).
 	         Докторанттың әрбір жарияланымды дайындауға қосқан үлесі.       Диссертацияның негізгі нәтижелері 5 жұмыста жарияланды (1 мақаланы докторант жалғыз өзі жазды. Ғылыми кеңесшілерімен бірлесіп жазылған 4 жұмысында ғылыми кеңесшілер есептің қойылымын қойып, зерттеу әдістемесін таңдады, ал докторант  негізгі және көмекші нәтижелерді өз бетінше тұжырымдап, оларды дәлелдеді).
Диссертацияның құрылымы мен көлемі. Диссертациялық жұмыс кіріспеден, 4 бөлімнен, қорытындыдан, пайдаланылған әдебиеттер тізімінен тұрады. Үшмәнді бөлімдердегі формулалардың нөмірленуі, бірінші сан - бөлім нөмірін, екіншісі-бөлімшенің нөмірін, үшіншісі-бөлімшенің ішіндегі формуланың меншікті нөмірін, ал, теоремалардың, леммалардың, тұжырымдар мен ескертулердің нөмірленуі үш таңбалы: бірінші сан-бөлім нөмірін, екіншісі-бөлімшенің нөмірін, үшіншісі-бөлімшенің ішіндегі меншікті нөмірі. Зерттеу жұмысының көлемі – 74 б. 
Жұмыстың негізгі мазмұны.
Кіріспеде тақырыптың өзектілігі мен жаңалығы негізделеді, зерттеудің мақсаттары, объектісі, пәні мен міндеттері тұжырымдалады. Жұмыс бойынша жарияланымдар, конференциялар мен семинарлар тізімі келтірілген.
Бірінші бөлімде автономды эволюциялық теңдеулердің траекториялық аттракторлары туралы негізгі ұғымдар анықталады және теоремалар тұжырымдалады.
Осы бөлімде траекториялық аттрактордың анықтамасы және оны құрудың жалпы сызбасы келтірілген. Сондай-ақ, М.И. Вишик пен В.В. Чепыжовтың траекториялық аттракторлар туралы жұмыстарындағы кейбір қажетті фактілер осы бөлімде келтірілген. 
әсер ететін  жылжытулардың жартылай группасының траекториялық аттракторының және тартылатын жиынның анықтамаларын тұжырымдаймыз.
Анықтама 1.1.1  жиыны  топологиясында әсер ететін  жылжытулардың жартылай группасының тартатын жиыны деп аталады, егер  топологиясында -де кез келген шектелген жиынында  жиыны , тартса, яғни кез -келген     кез келген  аймағында- .   тартатын қасиеті келесідей эквивалентті түрде тұжырымдалуы мүмкін: 
кез келген жиыны   шенелген және  кез келген  үшін
	
	

мұнда
	

 метрикалық кеңістігіндегі  жиынынан  жиынына дейінгі  Хаусдорфтың жартылай қашықтығын білдіреді.
Анықтама 1.1.2 [18, p. 360]. Егер
(i)  жиыны -де шенелген және -да компактілі болса,
(ii)   жиыны жартылай группалардың жылжытуларына қатысты қатаң инвариантты болса :

  барлығы үшін ,

(iii)  жиыны  топологиясында -да, кез келген ,  жартылай группаның жылжытуларының тартатын жиыны болса, онда  жиыны топологиясында-да  жартылай группаның жылжытуларының траекториялық аттракторы деп аталады:

	
 
Ескерту 1.1.1. [17, c. 289] жұмысының терминологиясын пайдаланып, егер --не әсер етуші,   топологиясында кезде  жиынын тартса,жартылай группаның жылжытуының  траекториялық аттракторы глобальды болады дейміз: 

	

мұнда  –-гі кез келген шенелген ( ) жиын.
	(1.1.1)-ші теңдеудің траекториялық аттракторының құрылымын және негізгі бар болу теоремасын тұжырымдаймыз.
Теорема 1.1.1 ([17, c. 289; 18, p. 260; 29, p. 913-963]).  Айталық,   траекторияларының кеңістігі, (1.1.1) теңдеуге сәйкес, -кеңістігінде тұйық және (1.1.5)–ші шарт орындалсын. Айталық, шенелген және  компактілі, жартылай группаның жылжытуының тартылатын жиыны бар болсын. Онда әсер етуші    жылжытудың жартылай группасының  траекториялық аттракторы бар болады.   жиыны  –де шенелген және  компактілі болады.
Анықтама 1.1.3. (1.1.9) теңдеуінің кеңістігіндегі  өзегі (1.1.9) теңдеуінің  нормасында шенелген барлықтолық траекторияларының бірігуі болады:

	
 
Теорема 1.1.2. Айталық,1.1.1-ші теореманың шарттары орындалсын.  Онда 

	

 жиыны топологиясында компактілі және  кеңістігінде шенелген.
Лемма 1.1.1 [Aubin-Lions-Simon, [30, p. 183-524]. . Онда келесі енгізулер компактілі: 

	                        (1.1.11)

	                      (1.1.12)

Келесі бөлімде  кіші параметріне тәуелді болатыны екі өлшемді Навье–Стокс теңдеулер жүйесі және олардың  траекториялық аттракторлары  зерттеледі.
Анықтама 1.1.4.  топологиялық кеңістігінде  траекториялық аттракторы ε→0 ұмтылғанда  траекториялық аттракторына жинақталады дейміз, егер  кез-келген  маңайында болса, кез-келген   болатындай табылса, яғни, кез-келген үшін 

	

Екінші бөлім периодты перфорацияланған ортада Навье-Стокс жүйесінің траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттеуге арналған. 
2.1 бөлімшесінде периодты перфорация анықталып, есептің қойылымы беріледі.
Айталық,  – -гі шектелген облыс және оның  шекарасы  тегіс болсын. Тиесілі  шарға диффеоморфты компакт болып табылатындай  – облыс болсын және 
және  – кез келген жиын болсын, біз келесі белгілеулерді енгіземіз:   үшін келесi жиындарды анықтаймыз

	

Әрі қарай, 	 облысын және  рұқсат етілген индекстер жинағын анықтаймыз
Назар аударыңыз, , мұнда  – тұрақты. Келесі облысты қарастырайық,
,      .

Келесі белгілеулерді енгіземіз:

	


жиынының  кеңістіндегі тұйықталуын  және  жиынының  кеңістіндегі тұйықталуын  арқылы белгілейміз. Сәйкесінше,  жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын –  және  жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын  деп анықтаймыз, мұнда – шекарасында іздері нөлге тең вектор–функциялар жиыны.
Кеңістіктер үшін келесі белгілеулерді енгіземіз:

, ,

 , 

Бұл кеңістіктердің нормалары, сәйкесінше, келесідей анықталады:




Навье-Стокс теңдеулерінің автономды екі өлшемді жүйесі үшін келесі бастапқы–шектік есептің траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттейміз.
Келесі есепті қарастырайық:

		(2.2.1)
 
мұнда P-қысым,, ,  –  шекараның сыртқы нормаль векторы және .
Әрі қарай 

	 ,  

мұнда әрбір айнымалы үшін 1–периодты және  шартын қанағаттандыратын функция , мұнда  – қисық ұзындығының элементі.
 вектор-функция үшін,  функцияларының кез келген  және  кеңістігінде    орташа мәні бар, яғни

	
немесе 
		(2.2.2)

кез келген функция үшін.
Лебег интегралының абсолютті үзіліссіздігінен, (1.2.2)-ші шарт бойынша  ұмтылғанда кез келген функциясы үшін төмендегідей теңдікті аламыз
		(2.2.3)

Мұнда бастапқы есептің траекториялық аттракторының бар болуы дәлелденді, атап айтқанда, келесі тұжырымдар дұрыс.
Лемма 2.2.1. (2.2.1)-ші есептің топологиялық кеңістігінде траекториялық аттракторы бар. жиыны бірқалыпты ()   кеңістігінде шектелген және   топологиясында компактілі. Әрі қарай, 

	

мұнда (2.2.1) есебінің зегі – бос емес және бірқалыпты шенелген. 
Мұндағы  кеңістігі және  топологиясы кіші параметр -ға тәуелді болатынын ескереміз.
	2.2 бөлімшеде алғашқы бастапқы-шектік есептің траекториялық аттракторы орташаланған есептің траекториялық аттракторына кіші параметр  нөлге ұмтылған кезде жинақталуы туралы негізгі теорема дәлелденді.
Орташаланған (шектік ) есеп келесі түрде жазылады:	

(2.2.1)
 
мұнда
	

	

мұнда  және  –  бойынша 1-периодты, периодтылық ұяшығында орташа мәні нөлге тең, төмендегі шарттарды қанағаттандыратын функциялар:

	

	

Орташаланған есепте келесі  шарт орындалғанда, траекториялық аттрактордың бар болуы дәлелденді. Мұндағы  бұл кеңістігіндегі   операторының бірінші меншікті саны, ал 
Бұл бөлімнің негізгі нәтижесі келесі теорема болып табылады.
Теорема 2.2.1. Айталық , онда топологиялық кеңістігінде  келесі шектік қатынастар орындалады:

		(2.2.4)

Сонымен қатар, 

		(2.2.5)

Үшінші бөлім локальды-периодты перфорацияланған ортада Навье-Стокстың жазық есебінің траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттеуге арналған. 
3.1 бөлімшесінде локальды - периодты перфорация анықталып, есептің қойылымы беріледі.
Ең алдымен перфорацияланған облысты анықтаймыз. Айталық,  –  тегіс шектелген облыс. Келесі белгілеулерді енгіземіз:

	

Айталық, тегіс функцияны –  бойынша 1-периодты деп есептейміз, мынадай,  

, ,  үшін . 

Жиынды анықтаймыз,

	

және тегіс облысты келесі түрде енгіземіз:

	

 облысын созылған кеңістікте деп белгілейміз. Көбінесе, 2-өлшемді  торында анықталған 1-периодты функцияларды  функциялар ретінде қарастырамыз. Жоғарыда келтірілген сызбаға сәйкес  шекарасы  және оның қосындыларының шекарасынан  тұрады.

жиынының  кеңістіндегі тұйықталуын  және  жиынының  кеңістіндегі тұйықталуын  арқылы белгілейміз. Сәйкесінше, жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын –  және  жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын  деп анықтаймыз, мұнда – шекарасында іздері нөлге тең вектор–функциялар жиыны.
Бұл кеңістіктердің нормалары, сәйкесінше, келесідей анықталады:




Навье-Стокс теңдеулерінің автономды екі өлшемді жүйесі үшін келесі бастапқы–шектік есептің траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттейміз.
Келесі есепті қарастырайық:

		(3.1.1)

мұнда P-қысым, , ,  – шекараның сыртқы нормаль векторы және .
Мұнда бастапқы есептің траекториялық аттракторының бар болуы дәлелденді, атап айтқанда, келесі лемма 2.2.1 дұрыс.
Лемма 3.1.1. (3.1.1) есептің  топологиялық кеңістігінде   траекториялық аттракторы бар. жиыны бірқалыпты кеңістігінде () шенелген және   топологиясында компактілі. Әрі қарай, 

	

мұнда (2.1.1) есебінің  өзегі–кеңістігінде ( ) бос емес және бірқалыпты шенелген. 
Мұндағы   кеңістігі және  топологиясы кіші параметр -ға тәуелді болатынын ескереміз.
3.2.1 бөлімшесінде алғашқы бастапқы-шеттік есептің траекториялық аттракторы орташаланған есебінің траекториялық аттракторына кіші параметр  нөлге ұмтылған кезде жинақталуы туралы негізгі теорема дәлелденді.
Орташаланған (шектік ) есеп келесі түрде жазылады: 

 (3.2.1)
 
мұнда 

	

	

	

мұнда  және – бойынша 1-периодты, периодтылық ұяшығында орташа мәні нөлге тең, төмендегі шарттарды қанағаттандыратын функциялар:

	

	

Орташаланған есепте келесі шарт орындалғанда,  траекториялық аттрактордың бар болуы дәлелденді. Мұндағы  бұл кеңістігіндегі операторының бірінші меншікті саны,
3.2.2 бөлімшесінде көмекші есеп қарастырылды. Жинақтылық туралы және функциялардың интегралдық байланысы туралы лемма дәлелденді.
Бұл бөлімнің негізгі нәтижесі келесі теорема болып табылады.
Теорема 3.2.1. Айталық, , онда  топологиялық кеңістігінде   келесі шектік қатынастар орындалады:

		(3.2.4)
Сонымен қатар, 

		(3.2.5)

Төртінші бөлім локальды-периодты перфорацияланған ортада тұтқырлығы ауыспалы анизотропты сұйықтыққа арналған Навье-Стокс есебінің траекториялық аттракторының асимптотикалық әрекетін зерттеуге арналған. 
4.1-бөлімшесінде локальды-периодты перфорация анықталған және есептің қойылымы берілген.
Ең алдымен перфорацияланған облысты анықтаймыз. Айталық,  –  тегіс шектелген облыс. Келесі белгілеулерді енгіземіз:

	

Айталық, тегіс функцияны –  бойынша 1-периодты деп есептейміз, мынадай,  ,  үшін . Жиынды анықтаймыз,



және тегіс облысты келесі түрде енгіземіз :



Жоғарыда келтірілген сызбаға сәйкес  шекарасы  және оның қосындыларының шекарасынан  тұрады. Келесі белгілеулерді енгіземіз:

 және .


жиынының  кеңістіндегі тұйықталуын  және  жиынының  кеңістіндегі тұйықталуын  арқылы белгілейміз. Сәйкесінше,  жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын –  және  жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын  деп анықтаймыз, мұнда – шекарасында іздері нөлге тең вектор–функциялар жиыны.
Бұл кеңістіктердің нормалары, сәйкесінше, келесідей анықталады:




Навье-Стокс теңдеулерінің автономды екі өлшемді жүйесі үшін келесі бастапқы-шектік есептің траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттейміз.
Келесі есепті қарастырайық:

 (4.1.1)

мұнда P-қысым,  , , ,  – шекарадағы сыртқы нормальдың бірлік векторы және матрица-симметриялы оң анықталған, яғни,  -кез келген векторлар үшін , кез келген   және  –оң тұрақты.
Мұнда бастапқы есептің траекториялық аттракторының бар болуы дәлелденді, атап айтқанда, келесі тұжырымдар дұрыс.
Лемма 4.1.1 (4.1.1) есептің  топологиялық кеңістігінде  траекториялық аттракторы бар.   жиыны бірқалыпты  кеңістігінде () шенелген және  топологиясында компактілі. Әрі қарай,
 
	

мұнда (4.1.1) есебінің  өзегі–кеңістігінде ( ) бос емес және бірқалыпты шенелген. 
Мұндағы  кеңістігі және  топологиясы кіші параметр -ға тәуелді болатынын ескереміз. Мұнда   жартылай осіндегі тарылу операторын білдіреді.
4.2.1 бөлімшесінде алғашқы бастапқы-шектік есептің траекториялық аттракторы орташаланған есебінің траекториялық аттракторына кіші параметр  нөлге ұмтылған кезде жинақталуы туралы негізгі теорема дәлелденді.
Орташаланған (шектік ) есеп келесі түрде жазылады (орташаланған коэффициент құрылымын қараңыз .):

(4.2.1)

Мұнда, 




	



мұнда ,  және   – бойынша 1-периодты, периодтылық ұяшығында орташа мәні нөлге тең, төмендегі шарттарды қанағаттандыратын функциялар:








мұнда ,  –шекара жолағының сыртқы нормалының бірлік векторы.
Орташаланған есепте келесі шарт орындалғанда,  траекториялық аттрактордың бар болуы дәлелденді. Мұндағы бұл  кеңістігіндегі  эллиптикалық операторының бірінші меншікті саны, ал, 
4.2.2 бөлімшесінде көмекші есеп қарастырылды. Жинақтылық туралы және функциялардың интегралдық байланысы туралы лемма дәлелденді.
Бұл бөлімнің негізгі нәтижесі келесі теорема болып табылады.
Теорема 4.2.1. Айталық, , онда  топологиялық кеңістігінде   келесі шектік қатынастар орындалады:

		(4.2.9)

Сонымен қатар, 

	.	(4.2.10)

Назар аударайық, 4.2.1 теоремадағы кеңістіктер ε-ға тәуелді. Барлық функциялардағы тиісті нормаларды сақтай отырып, тесіктердің ішінде жалғастыруға болады.
Қорытынды бөлімде диссертацияда алынған нәтижелер қысқаша сипатталып, олардың қолдану мүмкіндіктері аталып өтілген.




1 ТРАЕКТОРИЯЛЫҚ АТТРАКТОРДЫҢ АНЫҚТАМАСЫ

Бірінші бөлімде автономды эволюциялық теңдеулердің траекториялық аттракторлары туралы негізгі ұғымдар анықталады және теоремалар тұжырымдалады. 
Бұл бөлімде автономды эволюциялық теңдеулердің траекториялық аттракторларын құрудың жалпы сызбасы көрсетілген. Келесі параграфта бұл сызба перфорацияланған облыста екі өлшемді Навье–Стокс теңдеулер жүйесінің траекториялық аттракторларын сол теңдеулерде және шекаралық шарттарында тез тербелмелі мүшелері қарастырылады және сәйкес орташаланған теңдеумен зерттеу үшін қолданылады.
Абстрактілі автономды эволюциялық теңдеуді қарастырамыз

		(1.1.1)

Сызықтық емес оператор берілген, мұнда  – Банах кеңістіктері және . Мысалы,  (1.2-ші бөлімді қараңыз). 
(1.1.1) теңдеуінің шешімі деп  -гі функцияларды атаймыз, егер оларды (1.1.1)-ге қойып алынған кезде  жалпыланған функциялар мағынасында тепе-теңдік болып алынады.
Біз (1.1.1) теңдеудің  шешімдерін, толығымен айнымалының функциялары ретінде зерттейміз. Мұнда  уақыттың айнымалысын білдіреді. (1.1.1) теңдеудің шешімдерінің жиынын  траекторияларының кеңістігі деп атаймыз.  траекторияларының кеңістігін толығырақ сипаттайық.
Ең алдымен,  -гі бекітілген  уақыт аралығында анықталған (1.1.1) теңдеудің  шешімдерін қарастырамыз.
 мен -ге тәуелді Банах кеңістігіне жататын (1.1.1) теңдеуінің шешімдерін зерттейміз.   кеңістігі  функцияларынан тұрады, мысалы,  барлық дерлік үшін , мұндағы  – Банах кеңістігі.  деп саналады.
Мысалы, кеңістігі кеңістігі немесе кеңістігі болуы мүмкін,  немесе осындай кеңістіктердің қиылысуы (1.2 бөлімді қараңыз).


және

		(1.1.2)

мұнда  және   кесіндісіндегі оператордың сығылуын білдіреді.    тұрақтысы  функциясына тәуелді емес. Әдетте кеңістіктердің біртекті жағдайы қарастырылады, онда 
Айталық,  үшін  жылжыту операторын білдіреді 

	

Егер  функцияның  аргументі  кесіндісінде жататын болса, онда үшін  функциясының  аргументі  кесіндісінде жатады. Айталық,  бейнелеуі   тің  -гі изоморфизмі болып табылады және 

		(1.1.3)

Бұл тұжырым толығымен орынды, мысалы, біртекті кеңістіктер үшін.
Егер , онда , мұндағы .   – мәндері  жататын жалпыланған функция және  барлық  үшін орындалсын дейік. Егер  кеңістігіндегі  жалпыланған функциялар мағынасында  орындалса, онда  функциясын (1.1.1) теңдеуінің   кеңістігіндегі  шешімі (интервалындағы) деп атаймыз.
Айталық, 

		(1.1.4)

Мысалы, егер , онда , ал егер , онда .
Егер  және функциясы  кез келген уақыт аралығы үшін (1.1.1) теңдеудің шешімі болып табылса, онда  функциясы -гі (1.1.1) теңдеуінің шешімі деп аталады.
	Айталық,   –не тиісті (1.1.1) теңдеуінің шешімдерінің кейбір жиыны болсын,  –не тиісті болатын, бірақ (1.1.1) теңдеуінің барлық шешімдерінің жиыны емес болуы мүмкін.  кеңістігінің өзі бұл (1.1.1) теңдеуінің траекторияларының кеңістігі болса, онда  жиынының элементі траектория деп аталады.
 траекторияларының кеңістігі келесі мағынада трансляциялы-инвариантты деп саналады: егер  болса, онда кез келген үшін . Бұл шарт біртекті кеңістіктерінде автономды теңдеу шешімдерінің нақты қасиеті болып табылады.
Енді жылжыту операторларын қарастырайық: 

	
 бейнелеуінің жиыны  үшін : жартылай группаны бейнелейді және , мұнда  тепе-тең бейнелеу болатыны айқын. -айнымалысын  уақыт айнымалысына ауыстырамыз.  жартылай группаcы жылжытулардың жартылай группасы деп аталады. Жасалған болжамға байланысты жылжытулардың жартылай группасы траекториясының кеңістігін өз-өзіне бейнелейді:

		(1.1.5)

Әрі қарай, траекториялар кеңістігіне әсер ететін  жылжытулардың жартылай группасының тартылу қасиеттері зерттеледі.  кеңістігінде кейбір топологияны анықтайық.
Айталық,  – барлық  кесінділері үшін   кеңістігінде анықталған  метрика, төменгі шарттарды қанағаттандырады

	







 арқылы -гі кеңістігіндегі сәйкес метрикалық кеңістікті белгілейміз. Мысалы, -  Банах кеңістігіндегі   нормамен туындайтын метрика болуы мүмкін. Сонымен қатар, қосымшада Банах кеңістігіндегі күшті жинақтылыққа қарағанда метрикасы  топологиясын әлсіз мағынада туындатады. 
Кез-келген үшін -ны локальды жинақты топологиямен жабдықталған кеңістігін  арқылы белгілейміз, Дәлірек айтсақ,  функцияларының тізбегі анықтама бойынша функциясына жинақталады, егер ( болса) k→∞ болса, кез келген  кесінді үшін. Мысалы,  топологиясы Фреше метрикасы арқылы өлшенетінін дәлелдеу қиын емес

		(1.1.6)

Егер барлық  метрикалық кеңістіктері толық болса, онда  метрикалық кеңістігі  толық болатыны айқын.
 жылжытулардың жартылай тобы  топологиясында үзіліссіз болатынына назар аударайық. Бұл  топологиялық кеңістігінің анықтамасынан тікелей туындайды.
Сонымен қатар, келесідей Банах кеңістігін анықтаймыз

		(1.1.7)

мұнда норма 

		(1.1.8)

Мысалы, егер , онда  кеңістігі нормасымен   ,ал егер,  болса, онда  нормасымен  анықталады.
Келесі  орындалады. Банах кеңістігі траекториялық кеңістіктігіндегі шектеулі жиындарды анықтау үшін қажет.  траекториялық аттракторын салу  барысында біз Банах кеңістігінің топологиясындағы сәйкес бірмәнді жинақтылықты қарастырмаймыз. Оның орнына әлдеқайда әлсіз,  локальды жинақтылық топологиясын пайдаланамыз.
, яғни (1.1.1) теңдеудің   кез-келген траекториясының ақырлы (1.1.8) нормасы бар деп есептейік. әсер ететін  жылжытулардың жартылай группасының траекториялық аттракторының және тартылатын жиынның анықтамаларын тұжырымдаймыз.
Анықтама 1.1.1  жиыны  топологиясында әсер ететін  жылжытулардың жартылай группасының тартатын жиыны деп аталады, егер  топологиясында -де кез келген шектелген жиынында  жиыны , тартса, яғни кез -келген     кез келген  аймағында- .   тартатын қасиеті келесідей эквивалентті түрде тұжырымдалуы мүмкін: 
кез келген жиыны  шенелген және кез келген  үшін



мұнда

	

 метрикалық кеңістігіндегі  жиынынан  жиынына дейінгі  Хаусдорфтың жартылай қашықтығын білдіреді.
Анықтама 1.1.2 [45, p. 241-254]. Егер
(iv)  жиыны -де шенелген және -да компактілі болса,
(v)   жиыны жартылай группалардың жылжытуларына қатысты қатаң инвариантты болса :

  барлығы үшін ,

(vi)  жиыны  топологиясында -да, кез келген ,  жартылай группаның жылжытуларының тартатын жиыны болса, онда  жиыны  топологиясында-да  жартылай группаның жылжытуларының траекториялық аттракторы деп аталады

	
 
Ескерту 1.1.1. [46, c. 95-117] жұмысының терминологиясын пайдаланып, егер --не әсер етуші,    топологиясында кезде  жиынын тартса,жартылай группаның жылжытуының  траекториялық аттракторы глобальды болады: 

	

мұнда  –-гі  кез келген шенелген ( ) жиын.
	(1.1.1)-ші теңдеудің траекториялық аттракторының құрылымын және негізгі бар болу теоремасын тұжырымдаймыз.
Теорема 1.1.1 [47-49].  Айталық,   траекторияларының кеңістігі, (1.1.1) теңдеуге сәйкес, -кеңістігінде тұйық және (1.1.5)-ші шарт орындалсын. Айталық, шенелген және  компактілі, жартылай группаның жылжытуының тартылатын жиыны бар болсын. Онда әсер етуші    жылжытудың жартылай группасының  траекториялық аттракторы бар болады.   жиыны  –де шенелген және  компактілі болады.
(1.1.1)-ші теңдеудің   траекториялық аттракторының құрылымын осы теңдеудің толық траекториялары тұрғысынан бейнелейік. Уақыттың барлық сандық осінде (1.1.1)-ші теңдеуді қарастырайық

		(1.1.9)

Бұл анықтаманы барлық  осіне жалпылайық. Егер функциясы барлық уақыт осінде берілсе, онда  жылжытулары теріс  сандар үшін анықталады. Егер кез-келген  үшін  функциясы (1.1.9) теңдеудің толық траекториясы деп аталады.
Мұнда операторының жарты осьте шектелуін білдіреді.
Сәйкесінше  және   және  кеңістіктерін анықтаймыз:

	

	

мұнда

 (1.1.10)

 топологиялық кеңістік  (жиын ретінде)  сәйкес келеді, және  анықтама бойынша , егер  кез келген  үшін. -  сияқты метрикалық кеңістік болып табылатыны айқын
Анықтама 1.1.3. (1.1.9) теңдеуінің кеңістігіндегі  өзегі (1.1.9) теңдеуінің  нормасында шенелген барлықтолық траекторияларының бірігуі болады:

	
 
Теорема 1.1.2. Айталық,1.1.1-ші теореманың шарттары орындалсын.  Онда 

	

  жиыны топологиясында компактілі және   кеңістігінде шенелген.
Толық дәлелдеуі [29, p. 913-963; 18, p. 360]-да келтірілген.
Дәлелдеу барысында, нен алынған кейбір шар компактілі болып табылады, -сы үшін келесі лемманы қолданамыз. 
Лемма 1.1.1 (Aubin-Lions-Simon) [50]. . Онда келесі енгізулер компактілі: 

		(1.1.11)

		(1.1.12)
 
мұнда  және  – Банах кеңістіктері болсын, мынадай, . Төмендегідей Банах кеңістіктерін қарастырамыз

	





мұнда   және , нормамен 

	

	



Келесі бөлімде  кіші параметріне тәуелді болатыны екі өлшемді Навье–Стокс теңдеулер жүйесі және олардың  траекториялық аттракторлары  зерттеледі.
Анықтама 1.1.4.  топологиялық кеңістігінде  траекториялық аттракторы ε→0 ұмтылғанда  траекториялық аттракторына жинақталады дейміз, егер  кез-келген  маңайында болса, кез-келген   болатындай табылса, яғни, кез-келген үшін 

	























2 ПЕРИОДТЫ ПЕРФОРАЦИЯЛАНҒАН ОРТАДА НАВЬЕ - СТОКС ЖҮЙЕСІНІҢ ТРАЕКТОРИЯЛЫҚ АТТРАКТОРЛАРЫН ОРТАШАЛАУ

2.1 бөлімде перфорацияланған облыстың геометриялық құрылымы анықталады, зерттеу жұмысының міндеті тұжырымдалады және қажетті функционалдық кеңістіктер сипатталады.  Осы бөлімде периодты перфорация анықталып, есептің қойылымы беріледі.
2.2 бөлім перфорацияланған облыста тез тербелмелі мүшелері бар автономды екі өлшемді Навье–Стокс теңдеулер жүйесінің аттракторларының орташалануына арналған.

[bookmark: GrindEQpgref63f0bce02]2.1 Есептің қойылымы және белгілеулері 
Айталық,  – -гі шектелген облыс және оның шекарасы тегіс болсын. Тиесілі  шарға диффеоморфты компакт болып табылатындай  – облыс болсын және 
және  – кез келген жиын болсын, біз келесі белгілеулерді енгіземіз:   үшін келесi жиындарды анықтаймыз

	

Әрі қарай, 	 облысын және  рұқсат етілген индекстер жинағын анықтаймыз
Назар аударыңыз,  мұнда,  – тұрақты. Келесі облысты қарастырайық,
,    .

Келесі белгілеулерді енгіземіз:

	


жиынының  кеңістіндегі тұйықталуын  және  жиынының  кеңістіндегі тұйықталуын  арқылы белгілейміз. Сәйкесінше,  жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын –  және  жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын  деп анықтаймыз, мұнда – шекарасында іздері нөлге тең вектор–функциялар жиыны.
Кеңістіктер үшін келесі белгілеулерді енгіземіз:

, ,

, 
Бұл кеңістіктердің нормалары, сәйкесінше, келесідей анықталады:




Навье-Стокс теңдеулерінің автономды екі өлшемді жүйесі үшін келесі бастапқы–шектік есептің траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттейміз.
Келесі есепті қарастыралық:

		(2.1.1)

мұнда P-қысым,, ,  –  шекараның сыртқы нормаль векторы және нақты сан.
Әрі қарай 

	 ,

мұнда  – әрбір айнымалы үшін 1–периодты және  шартын қанағаттандыратын функция , мұнда  –  қисық ұзындығының элементі.
 вектор-функциялар үшін,  функциялары кез келген  және  кеңістігінде    орташа мәні бар, яғни

	
немесе 
		(2.1.2)

Кез келген  функция  үшін.
Лебег интегралының абсолютті үзіліссіздігінен, (2.1.2)-ші шарт бойынша  ұмтылғанда кез келген функциясы үшін төмендегідей теңдікті аламыз

	.	(2.1.3)

Егер , (1.2.1) бастапқы-шектік есептің әлсіз шешімі бар болатыны белгілі, онда,  кеңістігінде жататын, мынадай, . Бұл ретте, онда . Мұнда  –ға түйіндес кеңістік. Дәлелдеу үшін, қараңыз, мысалы, [51-61].
Жоғарыда айтылғандарға сүйене отырып, (2.1.1) бастапқы-шектік есептің, яғни функцияның әлсіз шешімін зерттейміз

	

есепті (2.1.1) жалпы функциялар мағынасында қанағаттандырады, яғни

	
 (2.1.4)

кез келген функциясы үшін . Мұнда   векторлардың скалярлық көбейтіндісін білдіреді .
(2.1.1)-і есеп үшін  траекториясының кеңістігін сипаттау кезінде   1-бөлімнің жалпы сызбасын пайдаланамыз және  әр кесінді  үшін Банах кеңістігін анықтаймыз

 (1.2.5)

нормамен

		(2.1.6)

Алайда, (2.1.2) шарт (2.2.1)-і нормасы үшін орындалады, ал жартылай группаның жылжытулары  (2.1.3)-і қанағаттандырады. 
 қою арқылы,   аламыз, ал, егер , онда . Әрі қарай, (2.2.1)-і есептің әлсіз шешімдерін 1-бөлімнің жалпы сызбасынан теңдеулер жүйесінің шешімі ретінде қарастыруға болады.	
Кеңістікті анықтағаннан кейін (2.1.4) біз мынаны аламыз




 арқылы (2.1.1) есептің барлық әлсіз шешімдерінің жиының белгілейміз. Назар аударайық, кез келген функция үшін -ның кем дегенде орындалатындай, бір траекториясы бар болады. Демек, (2.1.1) есептіңтраекториясының кеңістігі бос емес және жеткілікті үлкен.
 және траекториясының кеңістігі трансляционды-инвариантты болып табылатыны айқын, яғни, егер , онда кез келген   үшін  . Демек, 

	

Әрі қарай,  кеңістігінің нормасын қолдана отырып,  кеңістігіндегі   метрикасын анықтаймыз және келесідей түрде жазамыз

	

Бұл метрикалар  кеңістігінде   топологияны туындатады  (сәйкесінше  ). Назар аударыңыз, егер кез келген болса,    тізбегі   функциясына –да жинақталады.   топологиясы өлшемді (қр. (1.1.6)) және тиісті метрикалық кеңістікте толық болады. Біз (2.1.1)-есептің кеңістігінің траекториясында  топологияны қарастырамыз.  әсер ететін жартылай группаның жылжытулары  қарастырылып отырған топологиясында үзіліссіз.
1-ші бөлімнің жалпы сызбасына сәйкес,  Банах кеңістігін қолдана отырып,  шенелген жиынды   анықтаймыз (қр. (2.1.7)). 

		(2.1.7)

және  – кеңістігінің ішкеңістігі екені айқын.
 жартылай группаның жылжытуларын қарастырамыз  .
Айталық, (2.1.1)-ші есептің барлық әлсіз шешімдерінен тұратын шенелген кеңістіктегі өзегін білдіреді,  

	 

Бұл лемманың дәлелдеуі [62] және [63] ескере отырып,  дербес жағдай үшін келтірілген [64] дәлелдеумен толығымен сәйкес келетіні туралы тұжырымдама бар. 
Лемма 2.1.1. (2.1.1)-ші есептің топологиялық кеңістігінде траекториялық аттракторы бар. жиыны бірқалыпты ( )   кеңістігінде шенелген және  топологиясында компактілі. Әрі қарай, 

	

мұнда (2.1.1) есебінің  өзегі– бос емес және бірқалыпты шенелген.
Мұндағы,  кеңістігі және  топологиясы кіші параметр -ға тәуелді болатынын ескереміз. 

2.2 Перфорацияланған облыстағы Навье–Стокс теңдеулер жүйесінің бастапқы-шектік есебінің аттракторларының орташалануы

[bookmark: GrindEQpgref63f0bce04]2.2.1 Негізгі тұжырым
Осы бөлімде (2.1.1) Навье–Стокс теңдеулер жүйесі үшін траекториялық аттракторларының  асимптотикалық әрекетін зерттеледі және тиісті орташаланған теңдеулер жүйесінің  траекториялық аттракторына жинақталатындығы көрсетіледі.
Орташаланған (шектік ) есеп келесі түрде жазылады:

		(2.2.1)
мұнда
	

	
мұнда   және  –  бойынша 1-периодты, периодтылық ұяшығында орташа мәні нөлге тең, төмендегі шарттарды қанағаттандыратын функциялар:

	

	

Бастапқы-шектік (2.2.1) –і есептің әлсіз шешімін қарастырамыз, яғни функция  

	

(2.2.1)-і есепті жалпы функциялар мағынасында қанағаттандырады,яғни



 (2.2.2)

кез келген функциялар үшін.
Ескерту 2.2.1. Ескере кетуіміз керек, (2.2.1) шекті оператордың коэрцитивтілігі, үлкен мәселе болып табылады, өйткені  сандары әрқашан оң болады.
Атап айтқанда, (2.2.1) есептің дұрыстығы, оператордың коэффициентімен байланысты теңсіздікпен жазылады

		(2.2.3)

мұнда  –кеңістігіндегі  операторының бірінші меншікті саны. Дәлелдеуін қараңыз [65]. 
(2.2.3)–шы есеп (2.2.1)–ші шартпен берілсе, онда , траекториялық кеңістігінде (2.2.1)–шы есепке сәйкес келетін  траекториялық аттракторы бар, және 

	

мұнда  –  –гі (2.2.1) есебінің өзегі.
Навье–Стокс теңдеулер жүйеснің аттракторларының орташалануы туралы негізгі теореманы тұжырымдаймыз [34, p. 3-230; 35, p. 590-606; 36, p. 3-406]:
Теорема 2.2.1. Айталық , онда топологиялық кеңістігінде  келесі шектік қатынастар орындалады:

		(2.2.4)
Сонымен қатар, 
		(2.2.5)

Ескерту 2.2.2.  Назар аударайық, 2.2.1 теоремадағы кеңістіктер ε-ге тәуелді. Барлық функциялардағы тиісті нормаларды сақтай отырып, тесіктердің ішінде жалғастыруға болады.
 
[bookmark: GrindEQpgref63f0bce05]2.2.2  Көмекші тұжырым
Бұл бөлімде жұмыстың нәтижелері келтірілген [65, p. 159-184], олар төменде пайдаланылады.
Көмекші есепті қарастырайық

		(2.2.6)

Төмендегідей шарттарды қоямыз:

		(2.2.7)

Шешімді қатар түрінде іздейміз:

		(2.2.8)

(2.2.6)-ші қатарды  (2.2.8) –ші есепке қоямыз және теңдеудегідей  бойынша бірдей ретті мүшелерді жинақтап, сондай-ақ, шекаралық шарттағыдай, есептің үлкен дәрежесі төмендегідей  жазылатын рекурентті  тізбегін аламыз: 

		(2.2.9)


(2.2.9)-ші есептің интегралдық тепе-теңдігі келесі түрдегідей болады 

	
 (2.2.10)

мұнда .
Интегралдық теңдіктің түрі  функцияcының құрылымын көрсетуге мүмкіндік береді:

		(2.2.11)

Берілген өрнекті (1.3.10)-ға қойып және сәйкесінше мүшелерді топтастырып  және  функциялары үшін келесі есепке келеміз:

		(2.2.12)

немесе, классикалық түрде 

	
 
		(2.2.13)

немесе
	

(2.2.12)-гі сәйкестік шарты бөліктеп интегралдау арқылы оңай тексеріледі және (2.2.7) және (2.2.13) есептерден шығады. Назар аударайық, және  функциялары дәл аддитивті тұрақтыға дейін анықталған, нормалаудың негізгі шарттары төмендегідей жазылады

	

Ары қарай бұл шарттар орындалады деп саналады.
 дәрежесі  –да төмендегі есепті береді:

		(2.2.14)

Келесі тұжырым дұрыс. 
Лемма 2.2.1 және  функциялары келесідей интегралдық теңдікпен байланысты

	

(2.2.15) есептің интегралдық теңдігі қажет болады. 

	







мұнда .
Алғашқы формальды орташаланған теңдеу болып табылатындай (2.2.15) есептің шешілу шарты  функциясының теңдеуіне әкеледі. 2.2 лемманы қолданып, төмендегідей түрде жазамыз

		(2.2.15)

мұнда 

	

Олай болса, орташаланған есеп келесідей түрде жазылады: 

		(2.2.16)
 
мұнда , .

Келесідей лемма дұрыс (қр. [65,p.159-185]). 
Лемма 2.2.2.Егер  – (2.2.6)-ші есептің шешімі, ал  – (2.2.17) есептің шешімі болса, онда  ұмтылғанда төмендегідей жинақтылық орындалады:

	

	(2.2.17)
 
[32, p. 49-75] жұмыс нәтижелеріне сүйене отырып 2.2.2 ескертуін ескере отырып, мынаны көрсетеміз

		(2.2.18)

Ол үшін төмендегідей бағалауды қолданамыз









	(2.2.19)

[18, p. 3-360]-ші монографияда (2.1.1) және (2.2.1) теңдеулерінің   күшті топологиялық кеңістікте  және  траекториялық аттракторлары бар екені дәлелденген, мұндағы

	

Сондай-ақ, төмендегідей белгілеу енгіземіз:

	

 -да  және  болғандықтан,

		(2.2.20)
аламыз. Бұл кезде бірмәнді шектеулерді қолдандық. 

	

Онда, жинақтылық (1.2.19) дәлелденді.

[bookmark: GrindEQpgref63f0bce06]2.2.3 Теорема 2.2.1 дәлелдеуі
Дәлелдеуі. (2.1.5)-тен (2.2.5) шығатыны айқын.  Сондықтан, (2.2.5) дәлелдеу жеткілікті, олай болса , -да кез келген  маңайында  саны табылып, төмендегідей шарт орындалатының көрсетеміз

 барлық үшін	   (2.2.21)

Айталық (1.3.22)-ы теңдік дұрыс емес деп ұйғарайық. Онда а  маңайы және  тізбектері табылады, мынандай, 

	 барлық  үшін.	(2.2.22)

(2.2.2)-ші шарттан  кеңістігінде  тізбегі шенелгендігі шығады. Демек, интегралдық теңдікті және Коши-Буняковский теңсіздігін қолданып, тізбегінің шешімі шенеледі деп қорытындылаймыз. Тізбекшеге көшу арқылы, біз болжаймыз,

	

 тұжырымдаймыз.  функциясы төмендегідей теңдеуді 

		(2.2.23)

келесідей  шекаралық шартты 

	

және энергетикалық теңдікті 

	
	

	                               (2.2.24)

кез келген  үшін және кез келген функция үшін қанағаттандырады. Одан басқасы, ,     және  . Компактілік туралы белгілі теоремадан [31,p.554] (біздің жағдайымыз үшін нақты тұжырымды қараңыз [31,p.554]) есептейміз,   және  барлығы дерлік . Атап айтқанда,     топологиясында күшті.
 –де (2.2.2)-тен  теңдігі шығады және, сәйкесінше,  әлсіз. Енді, [31, p. 3-550] стандартты талқылауларды қолданып (толық дәлелдеулерді қараңыз [29, p. 913-963; 18, p. 3-360; 22, c. 13-49]) 2.2.2 лемманы және жинақтылықты (2.2.19)-ші қолданып, (2.2.24) және (2.2.25) үшін .
Сәйкесінше бар болады, яғни,  — сыртқы күшпен берілген сәйкесінше (2.2.25) теңдікті қанағаттандыратын (2.1.1) теңдеудің шешімі болады. Сол уақытта,   және сәйкесінше,  үшін тұжырымдаймыз. Бұл (2.2.23)-ге қарама-қайшы. Теорема дәлелденді.























3 ЛОКАЛЬДЫ-ПЕРИОДТЫ ПЕРФОРАЦИЯЛАНҒАН ОРТАДА НАВЬЕ - СТОКС ЖҮЙЕСІНІҢ ТРАЕКТОРИЯЛЫҚ АТТРАКТОРЛАРЫН ОРТАШАЛАУ

3.1 бөлімде перфорацияланған облыстың геометриялық құрылымы анықталады, зерттеу жұмысының міндеті тұжырымдалады және қажетті функционалдық кеңістіктер сипатталады.  Осы бөлімде локальды-периодты перфорация анықталып, есептің қойылымы беріледі.
3.2 бөлім перфорацияланған облыста тез тербелмелі мүшелері бар автономды екі өлшемді Навье–Стокс теңдеулер жүйесінің аттракторларының орташалануына арналған.

[bookmark: GrindEQpgref63f0bc221]3.1 Есептің қойылымы және белгілеулері
Ең алдымен перфорацияланған облысты анықтаймыз. Айталық,  –  тегіс шектелген облыс. Келесі белгілеулерді енгіземіз:

	

Айталық, тегіс функцияны –  бойынша 1-периодты деп есептейміз, мынадай,  
, ,  үшін . Жиынды анықтаймыз,

	

және тегіс облысты келесі түрде енгіземіз :

	

 облысын созылған кеңістікте деп белгілейміз. Көбінесе, 2-өлшемді  торында анықталған 1-периодты функцияларды  функциялар ретінде қарастырамыз. Жоғарыда келтірілген сызбаға сәйкес  шекарасы  және оның қосындыларының шекарасынан  тұрады.

жиынының  кеңістіндегі тұйықталуын  және  жиынының   кеңістіндегі тұйықталуын  арқылы белгілейміз. Сәйкесінше, жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын –  және  жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын  деп анықтаймыз, мұнда – шекарасында іздері нөлге тең вектор–функциялар жиыны.
Бұл кеңістіктердің нормалары, сәйкесінше, келесідей анықталады:

	



Навье-Стокс теңдеулерінің автономды екі өлшемді жүйесі үшін келесі бастапқы–шектік есептің траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттейміз. Келесі есепті қарастыралық:

		(3.1.1)

мұнда P-қысым, , ,  – шекараның сыртқы нормаль векторы және -нақты сан.
Әрі қарай 

	

,  –  айнымалы үшін 1-периодты және , төмендегі шартты қанағаттандыратын функция 


	

мұнда  – қисық ұзындығының элементі.
Сол сияқты, ,  вектор-функциясы– айнымалы үшін 1-периодты және , төмендегі шартта қанағаттандыратын функция 


	

мұнда  – қисық ұзындығының элементі.
	Егер (3.1.1) бастапқы-шектік есептің  әлсіз шешімі бар болатыны белгілі, онда,, кеңістігіне жататын, мынадай, . Бұл ретте, онда . Дәлелдеуін қараңыздар, мысалы, [59,p.635-677], [61,c.10-34].
Жоғарыда айтылғандарды сүйене отырып, (3.1.1) бастапқы-шектік есептің, яғни функцияның әлсіз шешімдерін зерттейміз 

	

(3.1.1)-ші есепті жалпы функциялар мағынасында қанағаттандырады, яғни





 (3.1.2)



кез келген  функциялар үшін. Мұнда  векторлардың скалярлық көбейтіндісін білдіреді, ,ал – қисық ұзындығының элементі.
(3.1.1) есебі үшін,  траекториясының кеңістігін сипаттау кезінде 2-ші бөлімнің жалпы сызбасын пайдаланамыз және әр кесінді  үшін Банах кеңістігін анықтаймыз

	(3.1.3)

нормамен 

		(3.1.4)

(3.1.2)-ші  шарт (3.1.4)-ші нормасы үшін орындалады, ал жартылай жылжытулардың группасы {S (h)} (3.1.3)-ті қанағаттандырады.

 орнына қою арқылы, аламыз , ал егер , онда .  Мұнда  Әрі қарай, (3.1.1)-і есептің әлсіз шешімдерін  1-ші  бөлімнің жалпы сызбасынан теңдеулер жүйесінің шешімі ретінде қарастыруға болады.
Кеңістікті анықтағаннан кейін (3.1.4) біз мынаны аламыз




 арқылы (3.1.1)-і есептің барлық әлсіз шешімдерінің жиының  белгілейміз. Назар аударайық, кез келген функция үшін кем дегенде   орындалатындай, бір траекториясы бар болады. Демек,  (3.1.1) есептің траекториясының кеңістігі бос емес және жеткілікті үлкен.
 және траекториясының кеңістігі трансляционды-инвариантты болып табылатыны айқын, яғни, егер , болса, онда кез келген үшін . Демек, 

	

Ары қарай,  кеңістігінің нормасын қолдана отырып, кеңістігіндегі метрикасын анықтаймыз және келесідей түрде  жазамыз:

	

Бұл метрикалар кеңістігінде  топологияны туындатады (сәйкесінше  ). Назар аударыңыз, егер кез келген  болса,  тізбегі  функциясына жинақталады.  топологиясы өлшемді (қр. (1.1.6)) және тиісті метрикалық кеңістікте толық болады. Біз (3.1.1) есептің кеңістігінің траекториясында топологияны қарастырамыз. әсер ететін  жартылай группаның жылжытулары  қарастырылып отырған топологиясында үзіліссіз.
1-шi бөлімнің  траекториялық аттрактордың жалпы сызбасына сүйене отырып, Банах кеңістігін қолдана отырып, шектелген жиынды анықтаймыз. ((1.1.7) қараңыз). 

		(3.1.5)

және  – кеңістігінің тізбекшесі екені айқын.
  жартылай группаның жылжытуларын қарастырамыз. 
Айталық, (3.1.1) есептің барлық әлсіз шешімдерінен тұратын   шектелген кеңістіктегі  өзегін білдіреді,

	

Лемма 3.1.1.  (3.1.1)-ші есептің  топологиялық кеңістігінде   траекториялық аттракторы бар.   жиыны   кеңістігінде () бірқалыпты шенелген және топологиясында компактілі. Әрі қарай, 

	

мұнда (3.1.1) есебінің  өзегі–  кеңістігі ( ) бос емес және бірқалыпты шенелген. 
	Мұндағы,  кеңістігі және  топологиясы кіші параметр -ға тәуелді болатынын ескереміз. 
Бұл лемманың дәлелдеуі, [33, c. 115; 65,p.159-184] ескере отырып, дербес жағдай үшін келтірілген [18, p. 3-360] дәлелмен толығымен сәйкес келеді.

[bookmark: GrindEQpgref63f0bc942]3.2 Перфорацияланған облыстағы Навье–Стокс теңдеулер жүйесінің бастапқы-шектік есебінің аттракторларының орташалануы

[bookmark: GrindEQpgref63f0bc943]3.2.1 Негізгі тұжырым
Осы тармақшада Навье–Стокс теңдеулер жүйесі (3.1.1) үшін  траекториялық аттракторларының  асимптотикалық әрекетін зерттеледі және тиісті орташаланған теңдеулер жүйесінің  траекториялық аттракторына жинақталатындығы көрсетіледі.
Орташаланған (шектік ) есеп келесі түрде жазылады: 

(3.2.1)


мұнда 
	

	

	

мұнда  және – бойынша 1-периодты, периодтылық ұяшығында орташа мәні нөлге тең, төмендегі шарттарды қанағаттандыратын функциялар:

	

	

Бастапқы-шектік (3.2.6)-ы есептің әлсіз шешімін қарастырамыз, яғни функция  

	

(3.1.1)-і есепті жалпы функциялар мағынасында қанағаттандырады,яғни

	



 (3.2.2)

кез келген функциялар үшін.
Ескерту 3.2.1. Келесідей белгілеу енгіземіз:. Ескере кетуіміз керек, (3.2.1) шекті оператордың коэрцитивтілігі, үлкен мәселе болып табылады, өйткені  сандары әрқашан оң болады.
Атап айтқанда, (3.2.1) есептің дұрыстығы, оператордың коэффициентімен байланысты теңсіздікпен жазылады

		(3.2.3)

мұнда  –кеңістігіндегі  операторының бірінші меншікті саны.  Дәлелдеуін қараңыз[6,c.730-754]. 
(3.2.2)–шы есеп (3.2.1)–ші шартпен (ескерту 2.2.1 қара.)  берілсе, онда , траекториялық кеңістігінде (3.2.1)–шы есепке сәйкес келетін  траекториялық аттракторы бар, және

	
мұнда,  ––гі (3.2.1) есептің өзегі.
Навье–Стокс теңдеулер жүйеснің аттракторларының орташалануы туралы негізгі теореманы тұжырымдаймыз [37, p. 199-224; 38, c. 95-103; 39, c. 99-149]:
	Теорема 3.2.1. Айталық, , онда  топологиялық кеңістігінде   келесі шектік қатынастар орындалады:

		(3.2.4)

Сонымен қатар, 
		(3.2.5)
 
Ескерту 3.2.2. Назар аударайық, 3.2.1 теоремадағы кеңістіктер ε-ға тәуелді. Барлық функциялардағы тиісті нормаларды сақтай отырып, тесіктердің ішінде жалғастыруға болады.

[bookmark: GrindEQpgref63f0bc224]3.2.2 Көмекші тұжырым
Бұл бөлімде жұмыстың нәтижелері келтірілген [6, c. 730-734], олар төменде пайдаланылады.
Көмекші есепті қарастырайық

		(3.2.6)

Төмендегідей шарттарды қоямыз:

		(3.2.7)

Шешімді қатар түрінде іздейміз:

		(3.2.8)

	(3.2.8)-ші қатарды (3.2.6) –ші есепке қоямыз және теңдеудегідей  бойынша бірдей ретті мүшелерді жинақтап, сондай-ақ, шекаралық шарттағыдай, есептің үлкен дәрежесі төмендегідей түрде жазылатын рекуррентті  тізбегін аламыз,: 

		(3.2.9)
(3.2.9)-ші есептің интегралдық теңдігі келесі түрдегідей болады 

	

 (3.2.10)

мұнда .
Интегралдық теңдіктің түрі  функциясының құрылымын көрсетуге мүмкіндік береді:

		(3.2.11)

Берілген өрнекті (3.2.10)-ке қойып және сәйкесінше мүшелерді топтастырып  және  функциялары үшін келесі есепке келеміз:

		(3.2.12)
 
немесе классикалық түрде 

	
 
		(3.2.13)

немесе

	


		(3.2.14)

немесе
	

(3.2.12)-гі сәйкестік шарты бөліктеп интегралдау арқылы оңай тексеріледі және (3.2.7) және (3.2.13) есептерден шығады. Назар аударайық, ,  және функциялары дәл аддитивті тұрақтыға дейін анықталған, нормалаудың негізгі шарттары төмендегідей жазылады

	

Ары қарай бұл шарттар орындалады деп саналады.
 дәрежесі  –да төмендегі есепті береді:

		(3.2.15)

Келесі тұжырым дұрыс.  
Лемма 3.2.1. және  функциялары келесідей интегралдық теңдікпен байланысты

	

(3.2.15) есептің интегралдық теңдігі қажет болады.
	






+



мұнда .
Алғашқы формальды орташаланған теңдеу болып табылатындай (3.2.15) есептің шешілу шарты  функциясының теңдеуіне әкеледі, ол 3.2.1 лемманы қолданып, және  және  араларындағы байланысты ескере отырып, қайтадан төмендегідей түрде жазамыз 

	

	                              (3.2.16)

мұнда

	

Олай болса, орташаланған есеп келесі түрге ие

	(3.2.17)
 
мұнда , ,



Келесідей лемма дұрыс (қр. [6,c.730-754]).  Егер  – (2.2.6)-ші есептің шешімі, ал  – (3.2.17) есептің шешімі, онда  ұмтылғанда төмендегідей жинақтылық орындалады:





                                (3.2.18)

[32, p. 49-75] жұмыс нәтижелеріне сүйене отырып 3.2.2 ескертуін ескере отырып, мынаны көрсетеміз

		(3.2.19)

Ол үшін төмендегідей бағалауларды қолданамыз

	





	

	(3.2.20)

[18, p. 3-360]-і монографияда (3.1.1) және (3.2.1) теңдеулерінің   күшті топологиялық кеңістікте  және  траекториялық аттракторлары бар екені дәлелденген, мұндағы
 
	

Сондай-ақ, төмендегідей белгілеу енгіземіз:	



-да   және  болғандықтан,

		(3.2.21)

аламыз. Бұл кезде бірмәнді шектеулерді қолдандық.

	

Онда, жинақтылық (3.2.19) дәлелденді.

[bookmark: GrindEQpgref63f0bc225]3.2.3 Теорема 2.2.1 дәлелдеуі
Дәлелдеуі. (3.1.5)-тен (3.2.5)-ы шығатыны айқын.  Сондықтан, (3.1.5) –ны дәлелдеу жеткілікті, олай болса, -да кез келген  маңайында  саны табылып, төмендегідей шарт орындалатының көрсетеміз

	 барлық  үшін.	(3.2.22)

Айталық (3.2.22)-і теңдік дұрыс емес деп ұйғарайық. Онда      маңайы және  тізбектері табылады, мынандай, 

	 барлық  үшін.	(3.2.23)

(3.2.2)-ші шарттан  кеңістігінде тізбегі шенелгендігі шығады. Демек, интегралдық теңдікті және Коши-Буняковский теңсіздігін қолданып,  тізбегінің шешімі шенеледі деп қорытындылаймыз. Тізбекшеге көшу арқылы, біз болжаймыз,
	


 тұжырымдаймыз.   функциясы төмендегідей теңдеуді 

		(3.2.24)

келесідей шекаралық шартты

	

және энергетикалық теңсіздікті
	





	(3.2.25)

кез келген  үшін және кез келген функция үшін қанағаттандырады. Одан басқасы,      және  . Компактілік туралы белгілі теоремадан [31,p.554] (біздің жағдайымыз үшін нақты тұжырымды қараңыз [31,p.554]) есептейміз,    –де күшті және  барлығы дерлік . Атап айтқанда,    топологиясында күшті.
Енді, [31, p. 3-550] стандартты талқылауларды қолданып (толық дәлелдеулерді қараңыз [18, p. 3-36; 23, c. 15-27; 29, p. 913-963]) 3.2.2 лемманы және жинақтылықты (3.2.19)-ті қолданып, (3.2.24) және (3.2.25) үшін . Сәйкесінше  бар болады, яғни,  —сыртқы күшпен берілген сәйкесінше (3.2.25) теңдікті қанағаттандыратын (3.2.1) теңдеудің шешімі болады. Сол уақытта,  -да және сәйкесінше, , үшін тұжырымдаймыз. Бұл (3.2.23)-ге қарама-қайшы. Теорема дәлелденді.

4 ЛОКАЛЬДЫ- ПЕРИОДТЫ ПЕРФОРАЦИЯЛАНҒАН ОРТАДА ТҰТҚЫРЛЫҒЫ АУЫСПАЛЫ АНИЗОТРОПТЫ СҰЙЫҚТЫҚҚА АРНАЛҒАН НАВЬЕ– СТОКС ЖҮЙЕСІНІҢ ТРАЕКТОРИЯЛЫҚ АТТРАКТОРЛАРЫН ОРТАШАЛАУ

4.1 бөлімде перфорацияланған облыстың геометриялық құрылымы анықталады, зерттеу жұмысының міндеті тұжырымдалады және қажетті функционалдық кеңістіктер сипатталады. Сонымен қатар, ауыспалы анизотропты сұйықтыққа арналған локальды-периодты перфорация анықталып, есептің қойылымы қойылады. 
4.2 бөлім перфорацияланған облыста тез тербелмелі мүшелері бар автономды екі өлшемді Навье–Стокс теңдеулер жүйесінің аттракторларының орташалануына арналған.

[bookmark: GrindEQpgref63f0bc941]4.1 Есептің қойылымы және белгілеулері
Ең алдымен перфорацияланған облысты анықтаймыз. Айталық,  –  тегіс шектелген облыс. Келесі белгілеулерді енгіземіз:

	

Айталық, тегіс функцияны –  бойынша 1-периодты деп есептейміз, мынадай,  ,  үшін . Жиынды анықтаймыз,

 

және тегіс облысты келесі түрде енгіземіз :



Жоғарыда келтірілген сызбаға сәйкес  шекарасы  және оның қосындыларының шекарасынан  тұрады. Келесідей белгілеулер енгіземіз:

 және .


жиынының  кеңістіндегі тұйықталуын  және  жиынының   кеңістіндегі тұйықталуын  арқылы белгілейміз. Сәйкесінше, жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын –  және  жиынның  кеңістіндегі нормасы бойынша тұйықталуын  деп анықтаймыз, мұнда – шекарасында іздері нөлге тең вектор–функциялар жиыны.
Бұл кеңістіктердің нормалары, сәйкесінше, келесідей анықталады:

	


Навье-Стокс теңдеулерінің автономды екі өлшемді жүйесі үшін келесі бастапқы-шектік есептің траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттейміз. Келесі есепті қарастыралық:

  (4.1.1)

Мұнда, P-қысым,  , , ,  – шекарадағы сыртқы нормальдың бірлік векторы және матрица-симметриялы оң анықталған, яғни,  -кез келген векторлар үшін, кез келген   және  –оң тұрақты.
Әрі қарай, 

	

,  –   айнымалы үшін 1-периодты және , төмендегі шартта қанағаттандыратын функция

	

мұнда–локальды қосылуы, – созылған кеңістіктегі бойынша қосындыларының шекарасы, ал,  – қисық ұзындығының элементі.
Сол сияқты,  вектор функциясының компоненттері мына шарттарды қанағаттандырады:,  —-гі 1-периодты айнымалы  функция және



Егер ,(4.1.1) бастапқы-шектік есептің  әлсіз шешімі бар болатыны белгілі, онда,  кеңістігіне жататын, мынадай, . Бұл ретте, онда . Мұнда  түйіндес кеңістігі. Алғашқы есептің шешімінің бар екендігін дәлелдеу үшін диссипативті бағалау техникасы қажет. Осы берілген есептің шешімі үшін диссипативті бағалау жүйелілікті сақтай отырып, қуыстардың ішінде  жалғасын таба отырып орындалады ([65, p. 159-184] және [66] ескере отырып қараңыз). Ж.Л. Лионс және Мадженестің симметриялы жалғас әдісі [25, c. 3-368] (сондай-ақ қараңыздар[67-68]), сонымен қатар, В.В. Жуковтың жұмысының нәтижелерін [70-73] қуыстың шекарасында үшінші шеттік жағдайды жалғастыру кезінде норманың (жүйеліліктің) сақталуын  дәлелдеуде қолданамыз. Айта кетейік, [24, c. 3-33]-ші жұмысты қолдана отырып, жеткілікті негізгі жағдайда қуыстардың геометриясын жалғастыруды техникасыз жасауға болады.
Содан кейін, мысалы, [29, p. 913-963; 31, p. 3-550] жұмыс нәтижелері қолданылады.
Жоғарыда айтылғандарды сүйене отырып, (4.1.1) бастапқы-шектік есептің, яғни функцияның әлсіз шешімдерін зерттейміз 

	

(4.1.1)  есепті жалпы функциялар мағынасында қанағаттандырады, яғни
	



                     (3.1.2)

кез келген функциясы үшін . Мұнда  векторлардың скалярлық көбейтіндісін білдіреді, ,ал  –қисық ұзындығының элементі.
(4.1.1) есебі үшін,  траекториясының кеңістігін сипаттау кезінде  1-бөлімнің жалпы сызбасын пайдаланамыз және  әр кесінді үшін  Банах кеңістігін анықтаймыз

(4.1.3)
нормамен

	        (4.1.4)
 
Алайда,  (4.1.2)-і шарт (4.1.4)-і нормасы үшін орындалады, ал жартылай группаның жылжытулары{S (h)} (4.1.3)-ті қанағаттандырады.

 қою арқылы, аламыз , ал егер , онда . Мұнда  Әрі қарай, (4.1.1)-і есептің әлсіз шешімдерін  1-ші  бөлімнің жалпы сызбасынан теңдеулер жүйесінің шешімі ретінде қарастыруға болады.
Кеңістікті анықтағаннан кейін (4.1.4) біз мынаны аламыз





 арқылы (4.1.1) есептің барлық әлсіз шешімдерінің жиының  белгілейміз. Назар аударайық, кез келген  функция үшін кем дегенде орындалатындай,   бір траекториясы бар болады. Демек, (4.1.1) есептің траекториясының кеңістігі бос емес және жеткілікті үлкен.
 және траекториясының кеңісті трансляционды-инвариантты болып табылатыны айқын, яғни, егер , болса, онда кез келген үшін . Демек, 

	

Әрі қарай,  кеңістігінің нормасын қолдана отырып, кеңістігіндегі  метрикасын анықтаймыз және келесідей түрде жазамыз
	

Бұл метрикалар кеңістігінде  топологияны туындатады (сәйкесінше ). Назар аударыңыз, егер кез келген  болса тізбегі   функциясына –да жинақталады.  топологиясы өлшемді (қр. (1.1.6)) және тиісті метрикалық кеңістікте толық болады. Біз 4.1.1  есептің кеңістігінің траекториясында топологияны қарастырамыз. 
 әсер ететін жартылай группаның жылжытулары  қарастырылып отырған топологиясында үзіліссіз.
	1-ші бөлімнің траекториялық аттракторының жалпы сызбасына сәйкес, Банах кеңістігін қолдана отырып, шектелген жиынды анықтаймыз. (қараңыз (1.1.7)). 

		(4.1.5)

және  – кеңістігінің тізбекшесі екені айқын.
  жартылай группаның жылжытуларын қарастырамыз. 
Айталық, (3.1.1)-ші есептің барлық әлсіз шешімдерінен тұратын  шектелген кеңістіктегі өзегін білдіреді,  

	

Бұл лемманың дәлелдеуі, [6,c.730-754] және [33,c.115-116]-ды ескере отырып, дербес жағдай үшін келтірілген [18,p.363] дәлелмен толығымен сәйкес келеді.
Лемма 4.1.1 (4.1.1)-ші есептің  топологиялық кеңістігінде  траекториялық аттракторы бар.  жиыны  кеңістігінде () бірқалыпты шенелген және  топологиясында компактілі. Әрі қарай, 

	

мұнда (4.1.1) есебінің  өзегі–кеңістігінде ( ) бос емес және бірқалыпты шенелген. 
Мұндағы  кеңістігі және  топологиясы кіші параметр -ға тәуелді болатынын ескереміз. Мұнда   жартылай осіндегі тарылу операторын білдіреді.

4.2 Перфорацияланған облыстағы Навье–Стокс теңдеулер жүйесінің бастапқы-шектік есебінің аттракторларының орташалануы

4.2.1 Негізгі тұжырым
Осы тармақшада Навье–Стокс теңдеулер жүйесі (4.1.1) үшін траекториялық аттракторларының  асимптотикалық әрекетін зерттеледі және тиісті орташаланған теңдеулер жүйесінің  траекториялық аттракторына жинақталатындығы көрсетіледі.
Орташаланған (шектік) есеп келесі түрде жазылады,орташаланған коэффициент құрылымын қараңыз [13, p. 215-231]:
(4.2.1)

мұнда 





	



мұнда ,  және   – бойынша 1-периодты, периодтылық ұяшығында орташа мәні нөлге тең, төмендегі шарттарды қанағаттандыратын функциялар:







[bookmark: v4the1]мұнда ,  –шекара жолағының сыртқы нормалының бірлік векторы.
Бастапқы-шектік (4.2.1)-ы есептің әлсіз шешімін қарастырамыз, яғни функция  

	
(4.1.1)-і есепті жалпы функциялар мағынасында қанағаттандырады,яғни





(4.2.2)

кез келген функциялар үшін.
Ескерту 4.2.1. Келесідей белгілеу енгіземіз ). Ескере кетуіміз керек, (4.2.1) шекті оператордың коэрцитивтілігі, үлкен мәселе болып табылады, өйткені  сандары әрқашан оң болады.
Атап айтқанда, (4.2.1) есептің дұрыстығы, оператордың коэффициентімен байланысты теңсіздікпен жазылады

		(4.2.3)

мұнда  –кеңістігіндегі  операторының бірінші меншікті саны.  Дәлелдеуін қараңыз[6,c.730-754]. 
(4.2.3)–шы (қр. Ескерту 4.2.1) есеп (4.2.1)–ші шартпен берілсе, онда ,   траекториялық кеңістігінде (4.2.1)–шы есепке сәйкес келетін  траекториялық аттракторы бар, және 

	

мұнда  –  –гі (4.2.1) есептің өзегі.
Навье–Стокс теңдеулер жүйеснің аттракторларының орташалануы туралы негізгі теореманы тұжырымдаймыз [40, p. 213-233; 41, c. 386-406; 42, c. 3-330]:
Теорема 4.2.1. Айталық, , онда  топологиялық кеңістігінде   келесі шектік қатынастар орындалады:

		(4.2.4)

 Сонымен қатар, 
	.	(4.2.5)

[bookmark: GrindEQpgref63f0bc944]4.2.2 Көмекші тұжырым
Бұл бөлімде жұмыстың нәтижелері келтірілген [6, c.730-753], олар төменде пайдаланылады.
Көмекші есепті қарастырайық

		(4.2.6)

Төмендегідей шарттарды қоямыз:

		(4.2.7)

Шешімді қатар түрінде іздейміз:

		(4.2.8)

Ескерту 4.2.3. Әдетте, асимптотикалық қатарлар жинақты емес және олардың жинақталуы ресми асимптотикалық талдауда қолданылмайды. Мұндай қатарлар шекті есептің түрін анықтау үшін қолданылады және бұл құрылымдардың негіздемесі басқа дәлелдеулерге негізделген.
(4.2.8)-ші қатарды (4.2.6)-ші есепке қоямыз және теңдеудегідей  бойынша бірдей ретті мүшелерді жинақтап, сондай-ақ, шекаралық шарттағыдай, есептің үлкен дәрежесі төмендегідей  жазылатын рекурентті  тізбегін аламыз:

		(4.2.9)

(4.2.9)-ші есептің интегралдық теңдігі келесі түрдегідей болады 
		




                          (4.2.10)

мұнда .
Интегралдық теңдіктің түрі  функциясының құрылымын көрсетуге мүмкіндік береді:

	(4.2.11)

Берілген өрнекті (4.2.10)-ке қойып және сәйкесінше мүшелерді топтастырып  ,  және  функциялары үшін келесі есепке келеміз:
	

                             (4.2.12)

немесе,  классикалық түрде 

	
 
	     (4.2.13)

немесе
	
 
		(4.2.14)

немесе
	

(4.2.12)-гі сәйкестік шарты бөліктеп интегралдау арқылы оңай тексеріледі және (4.2.7), (4.2.13) және (4.2.14) есептерден шығады. Назар аударайық,,  және  функциялары дәл аддитивті тұрақтыға дейін анықталған, нормалаудың негізгі шарттары төмендегідей жазылады

	

Ары қарай бұл шарттар орындалады деп саналады.
 дәрежесі  -да төмендегі есепті береді:

(4.2.15)

Келесі тұжырым дұрыс. 
Лемма 4.2.1 және  функциялары келесідей интегралдық теңдікпен байланысты

	

 (4.2.15) есептің интегралдық теңдігі қажет болады. 
	






Алғашқы формальды орташаланған теңдеу болып табылатындай (4.2.15) есептің шешілу шарты  функциясының теңдеуіне әкеледі. 4.2.1 лемманы қолданып, және  және  араларындағы байланысты ескере отырып, қайтадан төмендегідей түрде жазамыз

	

(4.2.16)
 
Мұнда


Олай болса, орташаланған есеп келесі түрге ие

		(4.2.17)
 
мұнда  үшін аламыз , , 

	

Келесідей лемма дұрыс (қр. [6,c.730-754]).  Егер  – (4.2.6)-ші есептің шешімі, ал  – (4.2.17) есептің шешімі, онда  төмендегідей жинақтылық орындалады:







                     (4.2.18)

[32, p. 49-75] жұмыс нәтижелеріне сүйене отырып [32, p. 49-75] 4.2.2 ескертуін ескере отырып, мынаны көрсетеміз

		(4.2.19)

Ол үшін төмендегідей бағалауларды қолданамыз









                         (4.2.20)

[18, p. 3-360] монографияда (4.1.1) және (4.2.1) теңдеулерінің   күшті топологиялық кеңістікте  және  траекториялық аттракторлары бар екені дәлелденген, мұндағы
	

Сондай-ақ, төмендегідей белгілеу енгіземіз:

	

-да,  және  болғандықтан, 

		(4.2.21)

аламыз. Бұл кезде бірмәнді шектеулерді қолдандық.

	

Онда, жинақтылық (4.2.19) дәлелденді.



[bookmark: GrindEQpgref63f0bc945]4.2.3 Теорема 4.2.1 дәлелдеуі
Дәлелдеуі. (4.2.5)-тен (4.2.5) шығатыны айқын. Сондықтан, (4.2.5) дәлелдеу жеткілікті, олай болса , -да кез келген  маңайында  саны табылып, төмендегідей шарт орындалатының көрсетеміз

	 барлық  үшін.	(4.2.22)

Айталық (4.2.22)-і теңдік дұрыс емес деп ұйғарайық. Онда    маңайы және  тізбектері табылады, мынандай, 

	  барлық  үшін.	(4.2.23)

(4.2.2)-ші шарттан  кеңістігінде   тізбегі шенелгендігі шығады. Демек, интегралдық теңдікті және Коши-Буняковский теңсіздігін қолданып, тізбегінің шешімі шенеледі деп қорытындылаймыз.Тізбекшеге көшу арқылы, біз болжаймыз,

	

 тұжырымдаймыз.  функциясы төмендегідей теңдеуді 

		(4.2.24)
 
келесідей шартты

	

және энергетикалық теңсіздікті

	

-

       (4.2.25)

кез келген  үшін және кез келген  функция үшін қанағаттандырады. Бұл энергетикалық теңсіздіктің  шешімі сынақ функциясы ретінде ауыстыру арқылы интегралдық теңдіктен алынады және  тек осы теңдікті қанағаттандыратын шешімдерді қарастырамыз. Олай болса,      және  .  Компактілік туралы белгілі теоремадан [31, p. 3-550] (біздің жағдайымыз үшін нақты тұжырымды қараңыз [31, p. 3-550])біз есептейміз,   -де күшті және  барлығы дерлік . Атап айтқанда,   топологиясында күшті.
Енді, [31, р. 3-550] стандартты талқылауларды қолданып (толық дәлелдеулерді қараңыз[18, p. 3-360; 22, c. 13-49; 29, p. 913-963]) 4.2.2 лемманы және жинақтылықты (4.2.19)-ші қолданып, (4.2.24) және (4.2.25) үшін  Сәйкесінше бар болады, яғни,  —  сыртқы күшпен берілген сәйкесінше (4.2.25)  теңдікті қанағаттандыратын  (4.2.1) теңдеуінің шешімі болады. Сол уақытта,    және сәйкесінше,   үшін тұжырымдаймыз. Бұл (4.2.23)-ге қарама-қайшы. Теорема дәлелденді. 


























ҚОРЫТЫНДЫ

Бұл жұмыс үлкен уақыттағы екі өлшемді перфорацияланған ортадағы Навье–Стокс теңдеулер жүйесінің шешімдерінің әрекетін зерттеуге арналған.
Динамикалық жүйелер мен траекториялық аттракторлар диссипативті эволюциялық теңдеулер шешімдерінің шекті әрекетін зерттеуге өте ыңғайлы тәсіл болып табылады. Траекториялық аттрактор әдісінің маңызды артықшылығы-оның зерттеу барысында  параметрлерге тәуелділігінің қолданылуы, жаһандық тұрақтылықты зерттеуде қолдану мүмкіндігі, тіпті болмаған жағдайда да шешімдердің бірегейлігі, және т.б. Әртүрлі параметрлерге тәуелділіктерге  рұқсат етіледі, мысалы, сингулярлық кездейсоқ тәуелділік.
Әр түрлі теңдеулерді немесе ұсынылған жұмыстағыдай күрделі микроқұрылымы бар облыстар мен ортадағы теңдеулерді қолдануға болады. Мұнда жаһандық аттракторлар теориясына негізделген классикалық тәсіл орындалмайды, оны траекториялық тәсілмен бірге қолдану қажет.
Жұмыста екі өлшемді ұсақ кедергілері бар ортада сығылмайтын сұйықтықтардың тұтқырлығының қозғалысын зерттеуде жаңа тривиальды емес нәтижелер алынды. Жұмыстың нәтижелері математика ғылымының дамуына үлкен үлес қосады және оның қосымшаларында әртүрлі қолданбасын таба алады.
Диссертацияның ұсынылған нәтижелерінің жиынтығы келесі қорытындыларды тұжырымдауға мүмкіндік береді:
1. Локалды-кеуекті ортада Навье-Стокс жазық есебінің траекториялық аттракторының жинақтылық шарттары алынды.
2. Локалды-периодты перфорацияланған ортада екі өлшемді Навье-Стокс есебінің траекториялық аттракторының жинақтылық шарттары алынды.
3. Локалды-периодты перфорацияланған ортада тұтқырлығы өзгермелі анизотропты сұйықтық үшін екі өлшемді Навье-Стокс есептерінің траекториялық аттракторының жинақтылық шарттары алынды.
4. Шағын параметрі бар алғашқы есептер үшін шекті (орташаланған) есептер құрылды.
5. Әртүрлі реологиясы бар сұйықтықтар үшін кеуекті орта зерттелді.
Алынған ғылыми нәтижелерді дифференциалдық теңдеулер немесе функционалдық талдаулар пәндері бойынша студенттерге, магистранттар және докторанттарға арнайы элективті курс оқығанда пайдалануға болады. 
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