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НОРМАТИВТІК СІЛТЕМЕЛЕР

Бұл  диссертациялық жұмыста төмендегі нормативтік құқықтық және әдістемелік құжаттарға сілтеме жасалды:
Қазақстан Республикасының "Білім туралы" Заңы 2025 жылғы 16 маусымда №319-III  https://online.zakon.kz/Document/?doc_id=30118747.
Қазақстан Республикасының "Ғылым және технологиялық саясат туралы" Заңы 2024 жылғы 30 желтоқсан №407-IV (01.07.2025 ж. жағдайы бойынша өзгерістер мен толықтырулар мен) https://online.zakon.kz/ Document/? doc_id=30938581.
ГОСТ 8.417–2020 – «Өлшем бірлігін қамтамасыз етудің мемлекеттік жүйесі. Шама бірліктері» (түзетулерімен бірге) https://online.zakon.kz/ Document/? Doc _id=30054256.
ГОСТ 7.1–2020 – «Ақпарат, кітапхана және баспа ісі саласындағы стандарт
тар жүйесі. Библиографиялық жазба. Библиографиялық сипаттама. Жалпы талаптар мен құрастыру ережелері» https://online.zakon.kz/ Document/?doc_id=30039167.
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КІРІСПЕ

Диссертациялық жұмыс сингуляр коэффициентті аралас типті теңдеулердің бір класы үшін локалді және локалді емес шарттары бар құрама есептің бірмәнді шешімділігін зерттеуге арналған.
Зерттеудің өзектілігі. Қоршаған ортада математикалық әдістерді қолдану күрделі үдерістерді талдаудың және сипаттаудың тиімді тәсілдерінің бірі болып табылады. Мұндай үдерістерді зерттеу көбіне оларды дербес туындылы теңдеулер түрінде модельдеуге негізделеді. Жаратылыстану ғылымдарының кең ауқымды мәселелері, әдетте, әртүрлі сипаттағы шекаралық шарттары бар, атап айтқанда локалді, локалді емес және классикалық емес шарттармен қойылатын есептерді қарастыруды қажет етеді. Аталған есептерді шешу барысында сингуляр коэффициенттері бар эллиптикалық-гиперболалық аралас типті дифференциалдық теңдеулер ерекше маңызға ие, себебі олар күрделі физикалық, техникалық және биологиялық үдерістерді бейнелеуге мүмкіндік береді.
Соңғы уақыттарда аралас типті теңдеулерге деген қызығушылықтың артуы механика, физика және де басқа да қолданбалы пәндер мен тікелей математикалық ғылымның қажеттіліктерімен түсіндіріледі.
Аралас типтегі теңдеулер теориясы қазіргі кезде қолданбалы сипаттағы көптеген мәселелерді шешудегі маңызды қолданбаларға байланысты дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің заманауи теориясындағы негізгі тараулардың бірі болып табылады. Бұл теорияның негіздері Ф. Трикоми, С. Геллерстедт, А.В. Бицадзе және Ф.И. Франкльдің іргелі еңбектерінде қаланған. Бүгінгі таңда негізгі аралас есептер (Трикоми есебі, Геллерстедт есебі, А.В. Бицадзенің жалпы аралас есебі, Франкль есебі) зерттеліп, аралас типті теңдеулер үшін жаңа классикалық емес қисынды есептер қойылған математик ғалымдардың бірқатар еңбектері бар. Мұндай мәселелерді зерттеу барысында қолданылатын негізгі әдебиеттер қатарына дифференциалдық теңдеулер теориясы, әсіресе аралас типті, сингуляр коэффициентті теңдеулер саласындағы іргелі және заманауи еңбектер жатады. Атап айтқанда мұндай есептер А.В. Бицадзе [1,2], Л. Берс [3], Ф.И. Франкль [4], И.Н. Векуа [5], Джураев Т.Д., М.С. Салахитдинов [6-9], М.М. Смирнов [10], А.М. Нахушев [11] кітаптарында келтірілген.
Аралас типтегі теңдеулер мәселесін зерттеуге М. Проттер [12,13], К. Фридрихс [14], П. Лакс, Н. Филлипс [15], К. Моравец [16,17], А.К. Азис пен М. Шнейдер [18,19], Ш.А. Алимов [20], Е.И. Моисеев [21] секілді ғалымдардың зерттеулері зор үлес қосты.
Ф. Трикоми [22] аралас типтегі моделдік теңдеу үшін негізгі шеттік есепті зерттеді, оны қазіргі таңда Трикоми есебі деп атайды. Бұл есептің шешімінің бар болуы сингуляр интегралдық теңдеулер теориясы көмегімен қарастырылған. С.Г. Михлин [23] Карлеманның [10, б. 304] нәтижелерін пайдалана отырып, Ф. Трикомидің сингуляр интегралдық теңдеуін шешудің алгоритмін құрды, ал А.В. Бицадзе Трикоми есебі үшін экстремум қағидасын тұжырымдап, дәлелдеді. Бұл қағида қазіргі кезде аралас типті теңдеулер үшін есептердің шешімінің жалғыздығы мен орнықтылығын дәлелдеуде кеңінен қолданылады.
Чаплыгин теңдеуі үшін И. Франкль [24] облыстың эллиптикалық және гиперболалық шекараларын байланыстыратын локалді емес есепті тұжырымдады, бұл есептің қисындылығы К. Моравец [25] және Ю.В. Девингталь [26] еңбектерінде дәлелденген. Г. Каратопраклиев [27] аралас типті теңдеулер үшін жалпы түйіндес шарттары бар есептерді зерттеді.
Осы еңбектерден кейін, өзгешеленген теңдеулер мен аралас типтегі теңдеулерге арналған шекаралық есептер теориясы келесі бағыттарда дамыды:
· С. Геллерстедт [28], К.И. Бабенко [29], А.И. Кожанов [30], С.П. Пулькин [31], А.В. Бицадзе, М.С. Салахитдинов [32] және басқа зерттеушілер Трикоми есебін аралас типтегі неғұрлым жалпы теңдеулер үшін қарастырды:
· В.А. Бицадзе [33], А.М. Нахушев [34], М.М. Смирнов [10, б. 304], С. Геллерстедт [35], Ф.И. Франкль [36], А.В. Бицадзе және А.А. Самарский [37] және басқа ғалымдар Трикоми есебінің әртүрлі модификацияларын (соның ішінде локалді емес есептерді) зерттеді.
· Ш.А. Алимов [38], М.С. Салахитдинов [39], М.С. Салахитдинов, А.К. Уринов [40], А.К. Уринов [41], А.С. Бердышев [42-46], Кабада А., Каримов Е.Т. [47] және басқа көптеген зерттеушілер аралас типтегі теңдеулер үшін спектрлі есептерді зерттеді.
· Мұндай есептер бойынша ең маңызды нәтижелер мен толық библиография А.В. Бицадзе [2, б. 488], М.С. Салахитдинов [9, б. 500], А.М. Нахушев [11, б. 301], Е.И. Моисеев [48], А.П. Солдатов [49], А.С. Бердышев [50], А.И. Кожанов [30, б . 132] және басқалардың монографияларында келтірілген. 
[bookmark: _Hlk195891689]1970-ші жылдардың басына қарай өзгешеленген теңдеулер мен аралас типтегі теңдеулер үшін шекаралық есептер теориясының көптеген мәселелері математикалық тұрғыдан толық шешілді және осы бағыттағы келесі жетістіктер көбінесе жаңа типтегі есептермен анықталды.
Соңғы жылдары аралас типті теңдеулер үшін төменгі ретті мүшелерінің сингуляр коэффициенттері бар шеттік есептер теориясын қарқынды дамыту жұмыстары жүргізілуде [51]. 
Сингуляр коэффициентті өзгешеленетін эллиптикалық-гиперболалық типті теңдеулердің регуляр коэффициентті классикалық аралас типті теңдеулерден ерекшелігі – шарттары өзгешелену сызығында берілген Коши есебінің әрдайым қисынды бола бермейтінінде. Егер теңдеу сипаттама болып табылатын сызық бойында өзгешеленгенсе немесе гиперболалық теңдеудің төменгі ретті мүшелерінің коэффициенттері сингуляр болған жағдайда, Коши есебі классикалық қойылымда әрдайым шешімді болмауы мүмкін [1, б. 59]. Сондықтан бастапқы шарттар параболалық өзгешелену сызығында салмақтық функциялармен берілетін түрі өзгертілген Коши есебін қарастыру орынды [2, б. 448].
Шексіз облыс үшін сингуляр коэффициентті аралас типтегі теңдеуге арналған локалді емес есеп М. Рузиев пен М. Реиссиг [52] еңбектерінде зерттелген, ал Г.Фенг [53], З. Фенг және Ж.Куанг [54] еңбектерінде аралас типтегі сызықты емес теңдеулер үшін шекаралық есептер зерттелген.
Сингуляр коэффициентті аралас типті теңдеулер үшін стандартты емес түрде қойылған есептердің қисындылық мәселелерін зерттеу өзекті болып табылады. Әсіресе, егер қойылған есептерде локалді және локалді емес шарттар стандартты емес түрде берілсе, атап айтқанда, Трикоми шарты бір сипаттаманың қандай да бір бөлігінде ғана қойылған жағдайда, бұл мәселенің өзектілігі арта түседі. Бицадзе–Самарский шарты эллиптикалық шекарада және өзгешелену сызығында, сондай-ақ теңдеу типінің өзгеру сызығында Франкль типіндегі шартпен бірге қойылған жағдайда, мұндай классикалық емес шарттармен берілген есептер бұрын зерттелмеген жаңа сингулярлық сипаттағы стандартты емес теңдеулерге келтіріледі. Бұл теңдеулердегі сингулярлық және сингулярлық емес өзектің бөліктері бөлшекті-сызықтық түрлендіру арқылы бір-біріне түрлендірілмейді.
Аралас локалді және локалді емес шекаралық есептерді зерттеу ерекше өзектілікке ие. Мұндай есептерді зерттеу өзектің сингулярлық емес бөлігінде ығысуы бар, сондай-ақ теңдеудің оң жағына фредгольмдық емес оператор қатысатын Трикоми типіндегі стандартты емес интегралдық теңдеулеріне келтіріледі. Бұл сингуляр интегралдық теңдеулердің жаңа типі аз зерттелген. Жоғарыда аталған бағыттардағы ғылыми ізденістер диссертациялық жұмыс тақырыбының өзектілігін айқындайды.
[bookmark: _Hlk196843273]Осыған байланысты маңызды ғылыми мәселелердің бірі келесі бағыттағы мақсатты ғылыми зерттеулер болып табылады: сингуляр коэффициентті өзгешеленетін теңдеулер мен аралас типті теңдеулер үшін шекаралық есептер теориясын зерттеу; теңдеу типінің өзгеру сызығы маңайында теңдеу шешімінің мәні және оның туындыларының шектелген немесе шектелмеген қасиеттерін анықтау; локалді және локалді емес  шарттары бар аралас шекаралық есептерді зерттеу; теңдеудің төменгі ретті мүшелерінің коэффициенттеріне байланысты есептердің қойылымы мен олардың қисындылығын талдау.
[bookmark: _Hlk195892851]Бұл жұмыс әр түрлі ретті өзгешелену және сингуляр коэффициенттері бар аралас типті бір клас теңдеулері үшін өзгешелену кесіндісінде шекаралық сипаттамада жеткіліксіз Трикоми шарты және Франкль шартының аналогі бар есептің бірмәнді шешімділік мәселелерін зерттеуге арналған. Жұмыста қарастырылған сингуляр коэффициенттері бар өзгешеленген теңдеулер классикалық танымал есептерден ерекшеленеді, себебі бұл есептерде Коши (облыстың гиперболалық бөлігінде) және Хольмгрен (эллиптикалық бөлігінде) шарттарының қисындылығы әрдайым орындала бермейді. Егер аралас типтегі теңдеу характеристика (сипаттамалар үйірінің орамасы) болып табылатын сызық бойында өзгешеленуге ұшыраса немесе теңдеудің кіші мүшелерінің коэффициенттері сингулярлы болса, қарастырылып отырған аймақтарда бұл теңдеулер дәстүрлі қойылым бойынша шешілмейтін болуы мүмкін, сондықтан мұндай өзгешелену сызығында шарттар салмақты функциялармен қойылған жағдайларында түрі өзгертілген (түрлендірілген) Коши және Хольмгрен есептерін қарастыру жөн болып табылады.
Зерттеліп отырған есеп белгілі есептерден ізделінді функцияның мәндері шекаралық сипаттаманың бір бөлігінде қойылады және теңдеудің өзгешелену кесіндісі бойындағы әртүрлі қиынды шеттерінде Франкль типті шартымен ерекшеленеді. Өзгешелену сызығының кесіндісінде түйіндесудің жалпы шарттары және теңдеудің эллиптикалық шекарасын өзгешелену сызықтарымен нүктелей байланыстыратын теңдеудің эллиптикалық облысында Бицадзе-Самарский шарттары беріледі. Осыған орай, гиперболалық облыс шекарасының бір бөлігінде шекаралық шарттар қойылмайды.
А.В. Бицадзе ұсынған экстремум принципін сингуляр коэффициентті аралас типтегі теңдеу үшін түрлендіру арқылы қойылған есептің бірмәнділігі дәлелденді.
Есептің шешімділігі ядроның жинақталмайтын бөлігінде сандық параметр, ал сипаттамалық емес бөлігінде бірінші ретті оқшауланған ерекшелігі бар фредгольмдік емес оператор қамтылған Трикоми типіндегі стандартты емес сингуляр интегралдық теңдеулерді зерттеуге келтіріледі.
Зерттеудің мақсаты. Сингуляр коэффициентті аралас типті теңдеулердің бір класы үшін шекаралық сипаттамада жеткіліксіз Трикоми шартының берілуі және өзгешелену кесіндісінде Франкль типіндегі шарттың аналогы берілген жағдайда есептің қисындылығын дәлелдеу, сондай-ақ Трикоми есебі мен ығысуы бар есепті бір тұжырымдамада біріктіретін аралас есептің математикалық тұрғыдан негізделуін қамтамасыз ету. Сипаттамалық емес бөлігінде бірінші ретті оқшауланған ерекшеліктері бар фредгольмдық емес интегралдық операторлар қамтылған Трикоми типіндегі стандартты емес сингуляр интегралдық теңдеулерін шешу алгоритмін құру.
Зерттеудің міндеттері. Әр түрлі ретте өзгешеленетін және сингуляр коэффициентті аралас типті теңдеулердің бір класы үшін шекаралық сипаттамада жеткіліксіз Трикоми шарты және теңдеудің өзгешелену кесіндісінде Франкль шартының аналогы берілген жағдайда есептің бірмәнді шешімділігін зерттеу және оның қойылымын негіздеу.
Дәрежелі түрде өзгешеленген және сингуляр коэффициентті аралас типті теңдеулердің бір класы үшін локалді және локалді емес шарттары бар аралас есептің шешімінің қисындылығын дәлелдеу.
Теңдеудің сипаттамалық емес бөлігінде фредгольмдық емес интегралдық операторлар қамтылған Трикоми типіндегі стандартты емес сингуляр интегралдық теңдеулердің шешімін құру.
Зерттеудің нысаны. Сингуляр коэффициентті эллиптикалық-гиперболалық аралас типті теңдеулер.
Зерттеу пәні. Сингуляр коэффициентті аралас типті теңдеулерге арналған локалді және локалді емес шарттары бар аралас есептер.                             
Зерттеу әдістері. Аралас типтегі сингуляр коэффициенттері бар теңдеулер үшін қойылған күрделі есептер Бицадзе экстремум принципінің аналогы, Дарбу формуласы,сингуляр интегралдық теңдеулерге келтіру арқылы, Карлеман–Векуа регуляризация әдісін қолданып, Винер–Хопф интегралдық теңдеуі мен Риман–Лиувилль бөлшек ретті туындылары арқылы сипатталатын шарттарын алып, комплекстік айнымалы функциялар әдістері және Риман секіріс есебіне келтіріліп, энергия интегралдары мен функционалдық әдістердің үйлесімі арқылы шешімдердің бар және бірегей болу шарттары алынады. Бұл әдістердің жиынтығы сингуляр теңдеулер теориясы мен бөлшек ретті талдаудың заманауи бағыттарымен  байланыстырылып шығарылған.
        Жұмыстың ғылыми жаңалығы. Диссертациялық жұмыс сингуляр коэффициентті аралас типті теңдеулердің бір класы үшін классикалық емес шарттармен берілген құрама есептердің қойылымы мен олардың қисындылығын зерттеуге арналған.
Әр түрлі ретпен өзгешеленетін сингуляр коэффициентті аралас типті теңдеулердің бір класы үшін шекаралық сипаттамада жеткіліксіз Трикоми шарты және өзгешелену сызығының кесіндісінде Франкль шартының аналогы бар есептің бірмәнді шешімділік мәселелері қойылып, зерттелген. Өзгешелену сызығының кесіндісінде жалпы түйіндесу шарты қойылады, ал теңдеудің эллиптикалық облысында теңдеудің эллиптикалық шекарасын өзгешелену сызықтармен нүктелей байланыстыратын Бицадзе-Самарский шарты беріледі. Бұл ретте облыстың гиперболалық шекарасының бір бөлігі шекаралық шарттардан босатылады. Теңдеу сипаттамасының бөлігінде өзгешелену сызығында Франкль типіндегі шарттармен қойылған есептің қисындылығы теңдеудің өзгешелену сызығындағы локалді және Франкль типіндегі шарттарының айырым нүктесінде берілген шарттар коэффициенттерінің мәндері қатынастарынан тәуелді екені анықталды.
Сингуляр коэффициентті эллиптикалық-гиперболалық аралас типтегі теңдеулердің бір класы үшін локалді және локалді емес шарттары бар құрама есеп шешімінің бар болуы мен жалғыздығы жөніндегі теоремалар дәлелденді. Зерттелген есептің белгілі есептерден ерекшелігі – шекаралық сипаттаманың бір бөлігінде ізделінді функцияның мәндері беріледі, ал екінші бөлігінде сипаттамалық шекараның басқа бөлігінің ізделінді функциялары мәндерін Риман-Лиувилль мағынасындағы бөлшек ретті дифференциалдау операторы арқылы өзге үйір шекаралық сипаттамасымен нүктелей байланыстыратын локалді емес шарттар қойылады.
Оператор өзегінде бірінші ретті оқшауланған ерекшелігі бар, фредгольмдық емес операторлы Трикоми типіндегі стандартты емес сингуляр интегралдық теңдеулерді шешудің алгоритмі әзірленді.
Зерттеудің теориялық және практикалық маңыздылығы. Зерттеу жұмысы теориялық сипатқа ие және алынған нәтижелер, ең алдымен ғылыми-теориялық қызығушылық тудырады. Бұл нәтижелер сингуляр коэффициентті аралас типті теңдеулерге арналған стандартты емес есептерді қою және зерттеу барысында қолданылуы мүмкін әрі дербес туындылары бар дифференциалдық теңдеулердің кең класы үшін басқа да шекаралық есептердің түрлі қасиеттерін одан әрі оқып-зерттеуге негіз бола алады. Қарастырылып отырған теңдеулер үшін шекаралық есептердің қисындылығы туралы алынған нәтижелер шешімдердің қасиеттерін болжауға мүмкіндік береді және сандық есептеулер жүргізуге негіз бола алады. Жалпы алғанда, бұл жұмыста қолданылған әдістер аралас типті теңдеулер теориясын одан әрі дамытуда ғана емес, сондай-ақ осындай теңдеулерге алып келетін нақты қолданбалы есептерді зерттеу барысында да тиімді қолданылуы мүмкін.
[bookmark: _Hlk205204566]Қорғауға ұсынылатын негізгі тұжырымдар. Әр түрлі ретте өзгешеленетін және сингуляр коэффициентті аралас типтегі теңдеулердің бір класы үшін шекаралық сипаттамада жеткіліксіз Трикоми шарты мен өзгешелену сызығының кесіндісінде Франкль шартының аналогы бар есепке қатысты шешімнің бар болуы мен жалғыздығы жөніндегі теоремалар тұжырымдалып, дәлелденді. Сингуляр коэффициенттері бар эллиптикалық-гиперболалық аралас типтегі теңдеулердің бір класы үшін локалді және локалді емес шарттардың үйлесімі қойылған құрама есептің қисындылығы қарастырылды.
Теңдеу сипаттамасының бір бөлігінде және өзгешелену сызығындағы сипаттамалық шекарада локалді, локальді емес шарттарды қамтитын Франкль типіндегі шекаралық шарттармен берілген есептің бірмәнді шешімділігінің жеткілікті шарттары анықталған. Есеп шешімділігінің ерекшелігі аралас типті теңдеулер үшін өзгешелену сызығы бойында орналасқан локалді және Франкль типіндегі (немесе локалді емес) шекаралық шарттардың түйісу нүктесіне жақын маңда шекаралық шарттардың коэффициенттерінің сипатымен айқындалады.
Ядросында бірінші ретті оқшауланған ерекшелік бар, фредгольмдық емес операторы бар Трикоми типіндегі стандартты емес сингуляр интегралдық теңдеулерді шешуге арналған әдіс ұсынылды.
Диссертациялық жұмыста ұсынылған ғылыми тұжырымдардың, қорытындылар мен нәтижелердің шынайылығы мен негізділігі зерттеуде келтірілген қатаң математикалық дәлелдер арқылы қамтамасыз етіледі және белгілі ғалымдардың еңбектеріндегі танылған нәтижелерге сүйенеді. Нәтижелердің сенімділігін қосымша Web of Science Core Collection және Scopus халықаралық ғылыми жарияланымдардың дерекқорларына кіретін рейтингтік рецензияланатын ғылыми басылымдарда негізгі нәтижелердің жариялануы растайды.
Апробация жұмысы. Зерттеу нәтижелері мен негізгі ғылыми тұжырымдамалары келесі халықаралық және республикалық конференцияларда баяндалып, талқыланды:
– Математикалық физиканың «Неклассические уравнения математической физики и их приложения» атты халықаралық ғылыми конференция, (Ташкент қ., Өзбекстан, 2022 жылғы 6–8 қазан);
– Мирзо Ұлықбек атындағы Өзбекстан Ұлттық университеті Математика факультетінің дифференциалдық теңдеулер және математикалық физика кафедрасының ғылыми семинарлары (шетелдік жетекші – ф.-м.ғ.д., профессор Зикиров О.С., Ташкент қ., Өзбекстан, 2023 жылғы 10 маусым);
– Абай атындағы Қазақ ұлттық педагогикалық университеті Математика, физика және информатика факультетінің математика және математикалық модельдеу кафедрасының ғылыми семинарлары (жетекші – ф.-м.ғ.д., профессор Бердышев А.С., Алматы қ., Қазақстан 2024 10-17 сәуір);
– Еуразия ұлттық университетінде өткен «Жасанды интеллект және ғылымда, техника мен индустриядағы кері есептер» атты Еуразиялық халықаралық ғылыми конференция (Астана қ., Қазақстан, 2025 жылғы 14–17 сәуір).
Жарияланымдар және ізденушінің жеке үлесі. Диссертациялық зерттеу нәтижелері 2 ғылыми еңбекте жарияланған, олардың 2-еуі де Scopus және Web of Science халықаралық жарияланымдардың дерекқорларына кіретін жоғары рейтингілік халықаралық журналдарда жарық көрген, ал 1 тезис шет елде ұйымдастырылған халықаралық ғылыми-практикалық конференцияда, 4 тезис  халықаралық ғылыми конференциялар материалдарының жинақтарында жарияланған.
Диссертацияның құрылымы мен көлемі. Диссертациялық жұмыс 102 беттен тұрады, ол кіріспеден, 2 тараудан, қорытындыдан және 77 атаудан тұратын пайдаланылған әдебиеттер тізімінен құралған.
Диссертацияның негізгі мазмұны. Диссертациялық жұмыстың кіріспе бөлімінде зерттеу тақырыбының өзектілігі мен ғылыми жаңалығы негізделіп, зерттеу мақсаттары айқындалған. Қойылған мақсаттарға жету үшін шешілуі тиіс нақты ғылыми міндеттер тұжырымдалып, қорғауға ұсынылатын негізгі ғылыми нәтижелер мен қағидалар көрсетілген. Сонымен қатар, жұмыстың құрылымы мен негізгі мазмұнына қысқаша шолу берілген.
Бірінші бөлімде эллиптикалық-гиперболикалық типтегі аралас теңдеулердің ерекше класы үшін жаңа қойылымдағы шекаралық есеп қарастырылды. Сонымен қатар, теңдеудің төменгі ретті мүшелерінде сингуляр коэффициенттердің болуы есептің күрделілігін арттыра түседі. Зерттеуде шешімнің бар және жалғыз болу шарттары қатаң математикалық дәлелдеулер арқылы негізделген. Бұл ретте аралас типті аймақтың ерекшеліктері мен шекаралық шарттардың үйлесімі есептің математикалық тұжырымдамасын тереңдете түседі. Алынған нәтижелер осы типтегі теңдеулер теориясын дамытуда маңызды үлес болып табылады.
 Екінші бөлімде сингуляр коэффициенттері бар аралас эллиптикалық-гиперболикалық типтегі дифференциалдық теңдеулер үшін локальді және локальді емес шекаралық шарттармен қойылған есептің қойылымы мен оның шешімінің қисындылығы дәлелденген. Шекараның бір бөлігінде ізделінетін функцияның мәні берілсе, ал екінші бөлігінде Риман–Лиувилль мағынасындағы бөлшек ретті туындылар арқылы анықталатын локальді емес шарттар қарастырылған. Зерттеу нәтижесінде есептің жалғыз шешімі бар екендігі А.В. Бицадзе экстремум принципінің сингуляр коэффициенттерге бейімделген аналогы арқылы дәлелденді. Шешімнің бар болуы Трикоми типіндегі стандарт емес сингуляр интегралдық теңдеулер жүйесіне келтіріліп, Карлеман–Векуа әдісі арқылы Винер–Хопф типіндегі интегралдық теңдеуге түрлендірілді. Бұл теңдеудің индексі нөлге тең екені көрсетіліп, нәтижесінде есеп екінші текті Фредгольм теңдеуіне келтірілді және оның шешімінің жалғыздығы дәлелденді.


1 АРАЛАС ТИПТІ ТЕҢДЕУЛЕРДІҢ БІР КЛАСЫ ҮШІН ЖЕТКІЛІКСІЗ ТРИКОМИ ШАРТЫ ЖӘНЕ ФРАНКЛЬ ШАРТЫНЫҢ АНАЛОГЫ БАР ЕСЕП 

Дифференциалдық теңдеулер арқылы сипатталатын аралас типті математикалық модельдер көптеген физикалық және техникалық процестердің нақты бейнесін құрайды. Осындай модельдердің бірі - эллиптикалық және гиперболалық типті теңдеулерді біріктіретін, сингуляр коэффициенттері бар аралас типті теңдеулер. Бұл теңдеулердің шешілуі күрделі есептерге алып келеді, себебі олардың шекаралық шарттары классикалық мағынада берілмейді немесе толық емес түрде қойылады.
Осы зерттеуде аралас типті дифференциалдық теңдеулердің бір класы үшін шешімнің бар болу және жалғыздығы қарастырылады. Атап айтқанда, өзгешелену сызығында түрлі жойылу реттіктері бар теңдеулер үшін, шекаралық сипаттамада жеткіліксіз Трикоми шарты және Франкль шарттарының аналогы қойылған есептер зерттеледі. Мұнда эллиптикалық облыс шекарасында және өзгешелену сызығының кесіндісінде Бицадзе–Самарский типіндегі шарттар қарастырылған.
Зерттеу жұмысының өзектілігі Трикоми типіндегі классикалық есептерден ерекшеленетін жаңа есептер түрі талдануда. Шекаралық сипаттаманың бір бөлігінде ізделінетін функцияның мәні берілсе, ал екінші бөлігінде ешқандай шарт қойылмайды; бұл фрагмент Франкль типіндегі қосымша шартпен толықтырылады. Мұндай типтегі есептер гидродинамика мен газ динамикасы сияқты қолданбалы ғылым салаларында ерекше маңызға ие.
Осы жұмыста есептің жалғыздығы А.В. Бицадзе ұсынған экстремум принципінің модификациясы арқылы дәлелденеді. Есеп шешімділігі Трикомидің сингуляр интегралдық теңдеулеріне және Винер–Хопф типіндегі интегралдық теңдеуге келтіріледі. Бұл теңдеулердің шешімін табу Карлеман–Векуа әдісін және Риман шекаралық есептерінің теориясын қолдану арқылы жүзеге асады.
Зерттеу нәтижесінде, сингуляр коэффициенттері мен жойылу реттіктері әртүрлі болатын аралас типті теңдеулер үшін қойылған жаңа типтегі шекаралық есептің бірмәнді шешімділігі дәлелденіп, шешімін табудың аналитикалық және құрылымдық әдістері ұсынылды.










 –  үшін ұштары және  нүктелеріндетеңдеуімен берілген  қисығымен, ал  үшін  және сипаттамаларымен шектелген  комплекс жазықтығындағы ақырлы бірбайланысты облыс болсын.
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[bookmark: _Hlk196239906]мұндағы  – оң мәнді тұрақты шамалар,  және 













облысның сәйкесіншежәне  жарты жазықтықтарында жататын бөліктерін және  деп белгілейік. Ал  және  – және шеттік сипаттамаларыныңнүктесінен шығатын (1) теңдеудің сипаттамаларымен қиылысу нүктелері, мұндағы  арқылыосінің  аралығында жататын кейбір нақты саны белгіленген.






[bookmark: _Hlk196239866]Айталық, кесіндісінің нүктелер жиынынан  кесіндісінің нүктелер жиынына бейнелейтін  диффеоморфизм, мұнда  Осындай функцияның мысалы ретінде келесі сызықтық функциясын келтіруге болады, мұнда  


(1) теңдеуі жоғарғы жарты жазықтықта эллиптикалық типті теңдеу, ал төменгі жарты жазықтықта гиперболалық типті теңдеу болып табылады, әрі бұл теңдеулердің  осі бойындағы параболалық өзгешеленудің реті  осінде әр түрлі [55] екенін ескеріледі.










       Трикоми есебінде [22, б. 29] ізделінетін функцияның мәні шекаралық  сипаттамасының барлық нүктелерінде беріледі. Ал бұл жұмыста аралас  облысында (1) теңдеу үшін келесі жағдайдағы есептің қисындылығы зерттеледі:  шекаралық сипаттамасы еркін түрде екі және  бөліктеріне бөлінеді, оның бірінші бөлігінде ізделінетін функцияның мәні беріледі (яғни, толық емес Трикоми шарты қойылады), ал екінші  бөлігі шекаралық шарттан босатылып, оның орнына  өзгешелену кесіндісінің бойындағы қиынды шеттерінің әр түрлі бөліктерінде Франкль шартының аналогы [56] қойылады.  қисығы мен және  өзгешелену кесіндісінде Бицадзе–Самарский шарты қойылады [57].

1.1 МА есебінің қойылымы


МА есебі.  облысында  келесі шарттарды қанағаттандыратын функцияны табу қажет:



1)  функциясы  және  тұйық облыстарының әрқайсысында үзіліссіз; 



2)  функциясы  класына тиісті және облысында (1) теңдеуді қанағаттандырады;



3)  функциясы  облысындағыкласында жалпыланған шешімі болып табылады [7, б. 35;10, б. 104]; 

4)  теңдеудің параболалық өзгешеленуінің  сызығында жалпы түйіндесу шарты орындалады [27, б. 271]: 


[bookmark: GrindEQequation2]		

[bookmark: _Hlk201079212][bookmark: GrindEQequation3] 		











мұндағы  – -да берілген үзіліссіз және дифференциалданатын функциялар, және     ал  шектерінің  үшін  төмен ретті ерекшеліктер болуы мүмкін, мұндағы  ();

5)  келесі шарттарды қанағаттандырады:
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[bookmark: _Hlk201079546]мұндағы  – анықталу жиынында үзіліссіз дифференциалданатын функциялар, және     
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Айта кетейік, (2) және (3) шарттары жалпы түйіндес шарттары, (4) – қисығындағы және өзгешелену кесіндісіндегі ізделінді  функциясының мәндерін байланыстыратын Бицадзе-Самарский шарты, (5) – шекаралық сипаттаманың бір бөлігінде берілген толық емес Трикоми шарты, ал (6) – өзгешелену кесіндісі бойындағы қиындының әр түрлі шеттерінде қойылған Франкль шартының аналогі.
Келесі белгілеулерді енгізейік
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(8) және (9) белгілеулерінің көмегімен (2), (3) түйіндесу шарттары мен (6) Франкль шартының аналогы сәйкесінше келесі түрде жазылады:
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және 
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[bookmark: GrindEQequation13](10)-ды ескере отырып, (12) шарты келесі түрде жазылады:	,	
мұндағы 

	

Егер (1) теңдеуде  онда (1) теңдеуі сингуляр коэффициенті бар Геллерстедт теңдеуіне айналады, ал мұндай теңдеу үшін (13) Франкль шартының аналогтары бар есептер [58–61] еңбектерінде зерттелген.

1.2 МА есебінің шешімінің жалғыздығы

облысында (8) бастапқы шарттармен берілген түрі өзгертілген Коши есебінің шешімін беретін Дарбу формуласы келесі түрге ие [62]:
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мұндағы


	


 Эйлердің гамма функциясы [10, б. 4].
Дарбу формуласы бойынша, (5) шеттік шарттан келесі теңдеуді алу қиын емес:
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мұндағы


	

	

(11) және (12) түйіндесу шарттары негізінде (15) теңдікті келесі түрде жазуға болады:
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мұндағы


	





(16) теңдігі белгісіз  және  функциялары арасындағы  облысынан  интервалына енгізілген алғашқы функционалдық арақатынас болып табылады.
Келесі жағдай орын алады.
Теорема 1. Келесі шарттар орындалған жағдайда
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МА есебінің тек тривиалды (нөлге тепе-тең) шешімі бар.



















Дәлелдеу. 1-теореманың шарттары орындалса, MA есебінің тривиалды емес шешімі болсын деп кері жориық. Онда  тұйық облысында ізделінді шешім  өзінің ең үлкен оң мәні (ЕҮОМ) және ең кіші теріс мәніне (ЕКТМ) жетеді. нүктесі функцияның облысындағы оң максимум нүктесі болады деп ұйғарайық. Хопф принципі [47, б. 25] бойынша   болсын. (17) теңсіздігі бойынша  мұндағы . Онда сәйкес  біртекті  шартынан  шығады, мұнда  яғни  функциясының аралығындағы мәні  мәнінен кіші, сондықтан кесіндісінде  функциясы өзінің (ЕҮОМ)-не  интервалында жетпейді, яғни . 














(13)  шартынан  ескерілуімен  сондықтан . Онда экстремум нүктесі  Бұл жағдайда  және  бөлшек ретті дифференциалдау операторлары үшін экстремум принципі [10, б. 19] бойынша  функциясының оң максимум нүктесі – -де  осыдан (15) бойынша ()  аламыз. Басқа жағынан, бұл нүктеде Заремба-Жиро принципінің белгілі аналогі бойынша  [7, б. 74] бұл алынған қарама-қайшылық оң максимум нүктесінің  екенін көрсетеді.



Осылайша, ізделінді функциясының оң максимум нүктесі  АВ өзгешелену кесіндісінде жатпайды, яғни 







Осыдан,  () шеттік шарттан,  теңсіздігі бойынша  теңсіздігін ескере отырып, ізделінді  функциясы  нормал қисығының нүктелерінде де өзінің (ЕҮОМ) жетпейді деп қорытындылаймыз. Осылайша, МА есебінің шешімі 1 теореманың шарттары орындалған жағдайда  облысында өзінің (ЕКТМ)  немесе  нүктелерінде жетеді.








1 теореманың шарттары орындалған жағдайда МА есебінің шешімі  облысында өзінің (ЕКТМ)-не  немесе  нүктелерінде жететіні жоғарыдағыдай дәлелденеді.  бойынша  шеттік шарттан    шығады, сондықтан  облысында .
Осыдан 


	


шығады. Сондықтан  және (3) түйіндесу шарттарынан ()
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аламыз. Енді MA есебінің  облысындағы шешімін нөлдік шарттары бар түрі өзгертілген Коши есебінің шешімі ретінде қалпына келтіріп,  облысында  екенін аламыз. 1-теорема дәлелденді.
[bookmark: _Hlk201080769]

1.3  жағдайы үшін MA есебінің шешімділігі
2-теорема. Келесі шарттар орындалған жағдайда 


[bookmark: GrindEQequation19]		
 
MA есебінің шешімі бар.
Дәлелдеу. 





шеттік шарттарын қанағаттандыратын  облысында (1) теңдеу үшін Дирихле есебінің шешімі келесі түрге ие [7, б. 224]. 


	

	

[bookmark: GrindEQequation20]		







мұндағы  –  нүктесінен бастап нүктесіне дейін өлшенетін өлшенетін қисығы доғасының ұзындығы,  – бүкіл  қисығы доғасының ұзындығы

	

	


(20)-дан,  ұйғара отырып, кейбір түрлендірулерден [10, б. 55] кейін (4) шеттік шартты ескере отырып, 


	

[bookmark: GrindEQequation21]		


аламыз, мұндағы . 



  

(16) қатынасынан (21) көмегімен  жойылады:


	

[bookmark: GrindEQequation22]		

мұндағы


	
	



(22) қатынасы интервалында белгісіз  функциясына қатысты интегро-дифференциалдық теңдеу екенін ескереміз. (22) теңдеуді зерттеуді жалғастырайық. (22) теңдікке бөлшек ретті интегралдау операторын қолданып [10, б. 16] келесіні аламыз:
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мұндағы .
Лемма 1. Төмендегі тепе-теңдіктер орындалады
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Дәлелдеу. (24) тепе-теңдікті дәлелдейміз


[bookmark: GrindEQequation27]		

 мұндағы
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(28) және (29) өрнектерінен ішкі интегралды есептейік:


	

Мұнда бөліктеп интегралдау тәсілін қолдана отырып, келесіні аламыз:
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	,

	

тепе-теңдіктері негізінде (30) теңдікті келесі түрде жазамыз: 


	


мұнда  кезінде шекке көшіп,


[bookmark: GrindEQequation31]		

аламыз. Енді (28) ішкі интеграл үшін (31) өрнегін ескере отырып, келесіні есептейміз:

	

[bookmark: GrindEQequation32]	,	

мұнда бөліктеп интегралдау амалын орындап, одан кейін келесі тепе-теңдіктерді қолдана отырып


	

	

(32) теңдікті келесі түрде жазамыз:


[bookmark: GrindEQequation33]		

 	.



Енді (33) қатынасында  және шекке көше отырып, 


	

[bookmark: GrindEQequation34]		

аламыз. (34) теңдікте интегралдау ретін ауыстыру арқылы келесі  теңдікті табамыз:


[bookmark: GrindEQequation35]		

мұндағы
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мұндағы  –Эйлердің бета-функциясы  Гаусстың гипергеометриялық функциясы [10, б.  6].


(36) формуласын дәлелдеу кезінде  ішкі интегралында интегралдау айнымалысы алмастырылып, Эйлердің бета функциясы көмегімен өрнектелуіне әкеледі, одан кейін дифференциалдау амалын орындап, (36) формуланы аламыз. 


(37) формуласын дәлелдеу кезінде  ішкі интегралында интегралдау айнымалысы алмастырылып, Гаусстың гипергеометриялық функциясы [10, б.  5] көмегімен өрнектелуіне әкеледі, одан кейін келесі




формуласы бойынша дифференциалдау амалын орындап, және


	

автотрансформация формуласын қолданып (37) аламыз. 

(38) формуласын дәлелдеу кезінде ішкі интегралда интегралдау айнымалысы алмастырылып, Гаусстың гипергеометриялық функциясы [10, б. 8] көмегімен өрнектелуіне әкеледі, одан кейін келесі




формуласы бойынша дифференциалдау амалын орындап, және  автотрансформация формуласын қолданып (38) аламыз. 

Осылайша, (36), (37) және (38) формулаларын ескере отырып, (35) формуласынан үшін келесі формуланы аламыз:


	

	

		(40)



Енді (29) -ті есептейік. (31) өрнекті ескере отырып, (29)-дағы ішкі интеграл үшін -ді келесі түрде жазамыз:


		(41)
(41) өрнегінде бөліп интегралдау амалын орындап,

	

		(42)






аламыз. функциясының  аралығында бірінші ретті үздіксіз туындысы бар болғандықтан,  айырымы Лившиц жағдайын қанағаттандырады:  мұнда,  демек 


	

бұл ескертуді ескере отырып, (42)-теңдікті келесі түрде жазамыз:


	

	.	(43)

(43) интеграласты өрнектерде көрсетілген дифференциалдау амалдарын орындап, одан кейін интегралдаудың ретін ауыстырып, келесіні аламыз:	




	

	 (44)



(40) және (44)-тегі  және  үшін өрнектерді (27)-ге қойып, (24) аламыз. (24) тепе-теңдігі дәлелденді.


(24) тепе-теңдігі жағдайында көрсетілгендей ұқсас амалдарды орындап, (25) тепе-теңдігі де дәлелденеді. функциясы  квадратында үзділіссіз екенін ескере отырып, тікелей есептеу арқылы (26) тепе-теңдігінің дұрыс екендігін анықтау қиын емес. 1-ші Лемма дәлелденді.










Енді 1-лемма бойынша (24), (25) және (26) қатынастарын (23) теңдеуге қойып, және интегралдау шектерін негізгі  аралығына келтіру мақсатында  интегралдау аралығын  және  аралықтарына, ал аралығын  және  аралықтарына жіктейміз, одан кейін  аралығы бойынша интегралдардаайнымалыны алмастыру жүргіземіз, мұндағы  және (13) шартын ескере отырып (23) теңдікті келесі түрде жазамыз:














	






	








	





  (45)

Кейбір түрлендірулерден кейін (45) теңдеуді келесі түрде жазамыз:


	,	(46)


мұндағы   ,














	

	   





, (47) 





мұнда , егер  және , егер .









	

   (48)

– белгілі функция.


Осылайша,  жағдайында есептің шешілетіндігі (46)-интегралдық теңдеудің жалғыз шешімділігін дәлелденді.



Лемма 2. (47) қатынасымен анықталған функциясы   квадратында бірінші текті үзіліс орын алатын  диагоналінен  басқа жерде үзіліссіз.


2-лемманың дәлелденуі (19) шарт (берілген функциялардың тегістігі) бойынша  функциясының (47) анықталу түрінен шығады. Сондай-ақ, (48)-ден (19) шарты бойынша  екендігін анықтау қиын емес.



(19) шарт бойынша , демек (46) теңдеу белгісіз  функциясына қатысты әлсіз ерекшелігі бар интегралдық теңдеу болып табылады [63], оның бірмәнді шешімділігі  функциялар класында MA есебі шешімінің жалғыздығынан шығады. 2-теорема дәлелденді.


1.4  жағдайы үшін MA есебі шешімінің бар болуы
Осы бөлімде зерттелетін аралас типті теңдеуге қойылған МА есебінің шешімінің бар болуы дәлелденді. Есептің ерекшелігі — сипаттамалық шекара бойында Трикоми типті шарттың толық берілмеуі және теңдеудің гиперболалық бөлігінде Франкль шартына ұқсас күйдегі шекаралық ақпараттың шектеулігі болып табылады. Сонымен қатар, қарастырылатын теңдеу сингулярлы коэффициенттерге ие және сипаттамалық емес аймақта Фредгольмдік емес интегралдық операторды қамтиды, бұл есепті классикалық тәсілдермен шешуді қиындатады.
Зерттеу барысында бірінші кезеңде қарастырылып отырған МА есебі сингулярлы ядросы бар интегралдық теңдеуге келтірілді. Атап айтқанда, ядросы нүктесінде бірінші ретті оқшауланған ерекшелікке ие сингулярлы интегралдық теңдеу алынды (теңдеу (50)). Бұл теңдеу классикалық Фредгольм теориясы аясында зерттеуге жатпайтын болғандықтан, Карлеман–Векуа әдісімен тұрақтандыру (регуляризация) тәсілі қолданылды.
С.Г. Михлиннің модификацияланған Карлеман–Векуа әдісіне сүйене отырып, теңдеу Риман типіндегі секіріс есебіне келтіріліп, аналитикалық функциялар теориясы негізінде шешімнің бар және жалғыз екендігі дәлелденді. Бұл нәтиже (Теорема 3) сингулярлы операторлы интегралдық теңдеулердің шешімдерінің құрылымын нақтылау үшін маңызды болып табылады.
Бұдан кейін, алынған шешімнің нақты құрылымы Винер–Хопф әдісімен зерттелді. Алынған интегралдық теңдеу (теңдеу (94)) шексіз аралықта анықталған, сипаттамалық айнымалы бойынша логарифмдік ерекшелікке ие және Коши типіндегі сингулярлыққа ұқсас оператормен өрнектелген. Ядроның сингулярлығы шектелмеген интегралдау аралығына байланысты туындайды, бұл үйірткілі интегралдық теңдеулер теориясын қолдануды талап етеді.
Зерттеу нәтижесінде Винер–Хопф типті теңдеудің шешімінің бар және жалғыз екендігі, яғни есептің шешімі сингулярлы ядросы бар интегралдық теңдеуге сәйкес келетіндігі көрсетілді (Теорема 4). Атап айтқанда, шекаралық мәндермен байланысты көрсеткіш функциясының индексі нөлге тең болған жағдайда, есептің жалғыз шешімі болатыны дәлелденді. Бұл нәтиже интегралдық теңдеулердің индекстік теориясы негізінде алынған және қойылған МА есебінің дұрыс қойылғандығын (корректтілігін) қамтамасыз етеді.
Осылайша, 1.3 бөлімде жүргізілген кешенді теориялық зерттеулер нәтижесінде сипаттамалық емес аймақта сингулярлы, Фредгольмдік емес операторлар қатысатын МА есебінің шешімінің бар және жалғыз болатындығы дәлелденді. Бұл нәтиже аралас типті теңдеулердің теориясын дамытуда маңызды орын алады және осындай сипаттағы краевый есептердің шешілу мүмкіндігін дәлелдейді. Сонымен қатар, алынған әдістер басқа да сингулярлық сипаттағы аралас типті теңдеулерге қолдану үшін негіз бола алады.

1.4.1 Бірінші ретті ерекшелігі бар оқшауланған нүктеде фредгольмдік емес интегралдық операторы бар сингуляр интегралдық теңдеуге келтіре отырып шығарылуы



Енді  жағдайын қарастырайық. Бұл жағдайда (23) теңдеуде  параметрін  алмастырып, және келесі тепе-теңдіктердің [7, б. 107–108] ескерілуімен


	



	

	

		

келесіні аламыз:


	


		(49)

мұндағы
 	

.


	





	


	


мұндағы  – регуляр оператор.









(49) теңдеу  аралығында қарастырылатынын аңғарайық, демек, (49) теңдеудің ядросы тек  нүктесі үшін сингуляр ерекшелікке ие болады. (49) теңдеудің сингуляр бөлігін бөліп көрсету мақсатында  аралығы бойынша интегралдарды  және  аралықтары бойынша екі интегралға жіктейміз, одан кейін  аралығындағы интегралдарда  () алмастыруын енгізіп, және (13) шартты  пайдаланып (49)-теңдеуді келесі түрде жазуға болады:


	


		(50)

мұндағы
	




	









	






	


	





– белгілі функция.

(50) теңдеу стандартты емес сингуляр интегралдық теңдеу болып табылады, өйткені (50) теңдеудің оң жағының бірінші интегралдық оператордың ядросының  нүктесінде бірінші ретті оқшауланған ерекшелігі бар, сондықтан бұл оператор бөлек бөлінген. 
Карлеман идеясын ұстана отырып, (50) теңдеудің оң бөлігін белгілі функция деп есептеп, оны келесі түрде жазамыз:


		(51)

мұндағы 


		(52)

1.4.2 Сингулярлы интегралдық теңдеуге регуляризация әдісін қолдану






[bookmark: _Hlk201081917]Теорема 3. Егер және  үшін  Гёльдер шартын қанағаттандырса, онда (51) теңдеудің  функциясы  аралығының оң жақ ұшында шектелген, ал сол жақ ұшында шексіз болуы мүмкін болатын Н Гёльдер функциялар класында, яғни класында [10, б.43] келесі формуламен өрнектеледі:


	

		(53)

мұндағы








   , ,           



Дәлелдеу.    белгілеулерін енгізе отырып, (51) теңдеуді келесі түрде жазамыз:


		(54)

Трикомидің (54) сингуляр интегралдық теңдеуін регуляризациялау үшін  Карлеман-Векуа әдісі қолданылады, бұл әдіс С.Г. Михлинмен дамытылған [64].


 нүктесі  комплекс жазықтығындағы кез келген нүкте болсын. Бұл жазықтықта келесі функцияны қарастырайық. 






 арқылы нақты  осінің келесі шексіз интервалдарын белгілейік:


	








 функциясы нақты  осінің  жиынының нүктелерінен басқа  комплекс жазықтығының барлық нүктелерінде голоморфты, және егер  болса, онда .  аралығында Сохоцкий-Племель  формулалары [65,66] бойынша келесіні аламыз: 


		(55)


		(56)






Мұнда  нүктесі  және  – нақты осьтің, сәйкесінше жоғарғы немесе төменгі жарты жазықтықарында  нүктесіне ұмтылған кездегі  функцияcының шекті мәндері.
(55) және (56) формулаларына сәйкес (54) теңдеуді келесі түрде жазамыз:


		(57)


 функциясы үшін келесі қатынастың бар екеніне көз жеткізу қиын емес:


		(58)
      





 түрлендіруі жоғарғы жарты жазықтықты төменгі жарты жазықтыққа, және керісінше бейнелейді. Сонымен қатар,  интервалы  шексіз интервалдарға кері бағытта бейнеленеді. (57)-де  айнымалысын  алмастырып, (58)-дің ескерілуімен, мынаны аламыз 


		(59)

(59) бойынша (57) теңдігін келесі түрде жазамыз


		(60)

Келесі функцияларды енгізейік


		(61)


		(62)

Енгізілген (61) және (62) функциялардың көмегімен (57) және (60) теңдеулерін бір теңдеуге біріктіруге болады.


		(63)



Осылайша, сингуляр интегралдық теңдеудің (54) шешімін табу есебі комплекс айнымалы функциялар теориясындағы Риман есебіне келтірілді: жоғарғы және төменгі жарты жазықтықтарда, сондай-ақ голоморфты болып табылатын және шексіздікте жоғалатын,  нақты осінде (63) шартын қанағаттандыратын  функциясын табу қажет.



Риман есебін (63) секіріс жөніндегі есепке келтіреміз, ол үшін  функциясын шексіздікте шектелген  голоморфты функциясының  нақты осьтегі шекаралық мәндердің қатынасы түрінде көрсетеміз,. 


Келесі есепті шешейік: шексіздікте шектелген,  жоғарғы және төменгі жарты жазықтықтарда голоморфты болып табылатын және  нақты осьте келесі шартты қанағаттандыратын  функциясын табу керек:


		

немесе


		(64)

(64) есебінің дербес шешімдерінің бірі келесі түрде беріледі:
	

	(65)

Мұнда


	

екенін аңғарайық.	
(65) теңдікті келесі түрде жазайық:
	



Соңғы қатынаста, бөліктеп интегралдау амалын орындап, келесіні аламыз:


	


		(66)

мұндағы 


	


жоғарғы және төменгі жарты жазықтықтарда голоморфты функция болып табылады және  үшін ақырлы шекке ие. 


(61) қатынасынан  және  мәндерін есептейміз





мұндағы 





мұндағы 



Сонымен, (66) қатынасынан  және үшін өрнектерді ескере отырып, келесіге келеміз:


	,


мұндағы – жоғарғы және төменгі жарты жазықтықтарда голоморфты функция болып табылады, осыдан,


		(67)


		(68)


мұндағы 




Осылайша, функцияны  түрінде,  функциясының факторизациясы [65, б. 33] түрінде жазуға болады. Соңғы қатынасты ескере отырып, шеттік шартты (63) келесі түрде жазамыз:


		(69)
      

 Осылайша,  функциясы үшін аналитикалық функциялар теориясындағы секіріс мәселесіне келдік [65, б. 30]. (69) теңдеудің дербес  шешімдерінің бірі келесі түрде жазылады:





Осыдан, (62) анықтамасын ескере отырып, функциясын келесі түрде жазамыз:
	

		(70)


(70) теңдіктің оң жағындағы екінші интегралында интегралдау айнымалысын  алмастыру арқылы келесіні аламыз:


		(71)


(71) формула (69) есептің дербес шешімдерінің бірін береді. Енді, сәйкес келетін (69) біртекті есептің () жалпы шешімін табамыз.
Ол үшін біртекті теңдеуді қарастырайық:


	




Осыдан,  функциясы  нүктелерінен басқа бүкіл жазықтықта голоморфты, және аналогиялық жалғастыру жөніндегі бәріне белгілі Лиувилльдің жалпыланған теоремасы бойынша  – келесі түрдегі рационал функция деп қорытындылаймыз: 


	                         (72)

Осылайша, (71) және (72) формулаларына сүйене отырып, Риман есебінің жалпы шешімі былай жазылады:


		
Осыдан, (55) Сохоцкий-Племель формуласы бойынша келесіні табамыз:


	


		(73)

мұнда, келесі тепе-теңдіктерді 


	


	

және (67)-(68) теңдеулерін ескере отырып, (73) теңдеуін келесі түрде жазуға болады:


	


	


Осылайша,  ескере отырып:

	

		(74)






мұндағы  себебі шешім Гёльдердің  белгілі  бір нүктеде шектелген және бірден кіші реттегі шексіздікке ұмтылатын функциялар класында ізделеді, онда (74) қатынаста  ұйғару керек. Енді :


	

екенін ескере отырып, (74) шешімінен (53) формуланы аламыз.Теорема 3 дәлелденді.

1.4.3 Винер-Хопф интегралдық теңдеуіне келтіре отырып шығарылуы және зерттелуі
(53) шешімін зерттеуді жалғастырайық.



(52) қатынасында  белгісіз функциясынан сызықты тәуелді екенін байқайық. (52) қатынасынан  үшін өрнекті (53) шешіміне қойсақ, онда: 


	


	


                (75)


мұндағы .
(75) теңдеудің сипаттамалық бөлігін бөліп, оны келесідей түрлендіреміз:


	


               (76)

мұндағы 


	


	


	
-регуляр оператор, 

	


-белгілі функция. (76) өрнектегі ішкі интегралын есептейміз. 


               (77)

Интеграласты өрнектің рационал көбейткішін жай бөлшектерге жіктейміз


	

Соңғы бөлшектің негізінде (77) теңдікті келесі түрде жазамыз:


        (78)

мұндағы
 


  






 және  меншіксіз интегралдарын есептейміз

 есептейік:


		(79)




(79) оң бөлігіндегі бірінші және екінші интегралдарда сәйкесінше  және  айнымалыны алмастыруды орындағаннан кейін, алатынымыз:

	


               (80)

(80) оң жағындағы екі гипергеометриялық функцияға (39) автотрансформация формуласын қолдана отырып, 


	

	(81)

аламыз. (81)-дің бірінші қосылғышына Больц формуласын [10, б. 11] қолдана отырып,


	



 
(81)-ді келесідей етіп түрлендіреміз:


	


	


	


	

немесе


	

	


                (82)


теңдеуді пайдалана отырып, 


              (83)


екенін оңай дәлелдеуге болады. Енді (82)-де  үшін шекке көшіп, (83) ескерілуімен, келесіні аламыз:


    (84)




 интегралдарында интегралдау айнымалысын сәйкесінше  және  алмастырып, одан кейін гипергеометриялық функцияның интегралдық көрінісін және автотрансформация формуласын қолданып, келесіні аламыз:


	(85)


		(86)


Енді (84)-тегі , (85) және (86) өрнектерін (78) қатынасына қойып, мынаны табамыз:


	


	


      (87)

 теңдіктерін ескере отырып:




          (88)


аламыз. (88) бойынша (87)-ден  көбейткішіне көбейтілген қосылғыштарды бөліп алып, келесі тендікті аламыз:


		(89)

мұндағы 


	


	


	



Мұнда  нүктесіндегі тіктөртбұрышты жақшаның ішіндегі өрнек нөлге тең, демек регуляр ядро.
(89) арқылы (76) теңдеуді келесі түрде жазамыз:


	


	
	
Соңғы теңдеуді келесі түрде жазамыз:


	


		(90)

мұндағы 


	



теңдігі бойынша  – регуляр оператор.

Мұнда  теңдігінің ескерілуімен


		(91)

аламыз. (91) теңдігі негізінде (90) теңдеуді келесі түрде жазамыз:


		

Соңғы теңдеуде сипаттамалық бөлікті ажыратып алғаннан кейін, келесі аламыз:	


	(92)

мұндағы


	

– регуляр оператор.


(92) теңдеуінде алмастыруын жүзеге асырып,  тепе-теңдігінің ескерілуімен (92) теңдеуді келесі түрде жазамыз:

	

                          (93)

Келесі белгілеулер енгізе отырып:




,

(93) теңдеуін келесі түрде жазуға болады


               (94)

мұндағы  



функциясы және оның  туындысы үзіліссіз және шексіздіктегі кемудің көрсеткіштік реті болады, сондықтан  [65, б. 295].
(94) теңдеу Винер-Хопфтың интегралдық теңдеуі болып табылады [65, б. 55], бұл теңдеу Фурье түрлендіруі арқылы, Коши ядросы бар белгілі сипаттамалық ерекше интегралдық теңдеуге ұқсас, Риманның шекаралық есебіне келтіріледі және квадратура арқылы шешіледі.





Егер Коши ядросының  сингулярлығы  нүктесіндегі  үзілісте болса, онда ұйытқы типіндегі интегралдық теңдеудің  ядросының сингулярлығы интегралдау аралығының шексіз болуымен байланысты, және бұл ядро регуляр ядромен айырмашылығы – ол   түзуі бойында шексіздікке ұмтылғанда кемімейді.

Ұйытқы түріндегі интегралдық теңдеулер үшін Фредгольм теоремалары тек бір дербес жағдайда – бұл теңдеулердің индексі нөлге тең болғанда ғана орындалады, (94) теңдеуінің  индексі 


	

өрнегінің теріс таңбамен алынған индексі болады [65,с. 56]:


,

мұндағы 


		


Енді  өрнегінің индексін есептейік.

	

           (95)
болсын, мұндағы



 ,


,

онда


	,



және -тің жеткілікті үлкен мәні үшін .

Осыдан  аламыз, сондықтан


	


яғни, нақты ось бойындағы  аргументінің толық айналымда өрнектелген өзгерісі нөлге тең [65,с. 28], осыдан және MA есебі шешімінің жалғыздығынан (94) теңдеудің де бірмәнді шешімділігі шығады, демек MA есебі де бірмәнді шешіледі.
Осылайша, келесі тұжырым дәлелденді.
Теорема 4. МА есебі 


	


 ().

шарттары мен (95) орындалған жағдайда бірмәнді шешіледі. 





	МA есебінің сандық параметрлерінің (95) теңсіздігін қанағаттандыратын мәндер жиыны бос емес екенін байқайық. Расымен де,  болғандықтан,  параметрінің -ге жеткілікті жақын мәндері үшін  мәні жеткілікті үлкен шама, демек,  параметрінің мұндай мәндері үшін (95) орындалады.

1- бөлім бойынша қорытынды
Жұмыста аралас эллиптикалық-гиперболалық типтегі, өзгешелену реті әртүрлі және сингуляр коэффициенттері бар теңдеудің бір класы үшін, шекаралық сипаттамада локалді жеткіліксіз Трикоми шартымен және өзгешелену кесіндісі бойындағы Франкль типіндегі шартымен берілген есеп шешімінің бар болуы мен жалғыздығы мәселелері қарастырылды.
Зерттелінді есеп белгілі есептерден ерекшелігі: шекаралық сипаттаманың бір бөлігінде ізделінетін функцияның мәні және теңдеудің өзгешелену кесіндісі бойындағы қиындының түрлі шеттерінде Франкль типіндегі шарт қойылады.
Өзгешелену сызығының кесіндісінде жалпы түйіндесу шарты, ал теңдеудің эллиптикалық аймағында Бицадзе–Самарский [67-69] шарты қойылады, ол теңдеудің  эллиптикалық шекарасын өзгешелену сызығымен нүктелік түрде байланыстырады. Сонымен қатар, гиперболалық облыс шекарасының бір бөлігі шекаралық шарттардан босатылады.
Қойылған есеп шешімінің жалғыздығы А.В. Бицадзе ұсынған сингуляр коэффициентті аралас типті теңдеулер үшін экстремум принципінің аналогы көмегімен дәлелденді.
Есеп шешімінің бар болуын дәлелдеу өзгешелену реттері қатынасының сандық мәндеріне және теңдеудің кіші мүшелерінің сандық параметрлеріне байланысты Фредгольмнің поляр ерекшелігі бар интегралдық теңдеуін шешуге немесе ядросы тек бір нүктеде бірінші ретті оқшауланған ерекшелікке ие фредгольмдік емес операторы бар Трикомидің стандартты емес сингуляр интегралдық теңдеуіне келтіріледі. 
Алынған сингуляр интегралдық теңдеу Карлеман-Векуа әдісі арқылы регуляризацияланып, Винер-Хопф интегралдық теңдеуіне келтіріледі. Бұл теңдеудің индексі нөлге тең екені дәлелденді. Демек, Винер-Хопф теңдеуі бірмәнді шешімділігі МА есебі шешімінің жалғыздығынан шығатын Фредгольмнің екінші текті интегралдық теңдеуіне келтіріледі.
Сонымен қатар, оператор өзегінде бірінші ретті оқшауланған ерекшелігі бар, фредгольмдық емес операторларлы  Трикоми типіндегі стандартты емес сингуляр интегралдық теңдеулерді шешуге арналған алгоритм құрылды.
Осылайша, өзгешелену реттері әртүрлі және сингуляр коэффициентті  аралас типтегі теңдеулердің бір класы үшін шекаралық сипаттамадағы жеткіліксіз Трикоми шартымен, өзгешелену сызығының кесіндісінде Франкль шартының аналогімен және теңдеудің эллиптикалық шекарасында [70,71] Бицадзе-Самарский типіндегі шартымен берілген есептің толық қойылымы және шешу алгоритмі [72] негізделді және бірмәнді шешімділік мәселелері қойылып, зерттелді. Сондай-ақ, теңдеу сипаттамасының бөлігінде және Франкль типіндегі шарттармен қойылған есептің қисындылығы локалді шарт пен Франкль типіндегі шартын бөліп тұрған, теңдеудің өзгешелену сызығында жатқан нүктеде берілген шарттардағы коэффициенттер мәндерінің арақатынасынан тәуелді екендігі анықталды. 


Қорытындылай келе, жұмыста стандартты емес сингуляр интегралдық теңдеулерді зерттеудің дайындалған әдістері сингуляр коэффициенттері бар дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің кеңірек класы үшін, оның ішінде (1) теңдеудегі параметрдің басқа мәндері үшін де қолдануға болады.


2 АРАЛАС ТИПТІ ТЕҢДЕУЛЕРДІҢ БІР КЛАСЫ ҮШІН ЛОКАЛДІ ЖӘНЕ ЛОКАЛДІ ЕМЕС ШАРТТАРЫ БАР АРАЛАС ЕСЕП

Аралас типті дифференциалдық теңдеулер математикалық физика мен қолданбалы анализ салаларында кеңінен қолданылады. Бұл теңдеулерде аймақтың әртүрлі бөліктерінде теңдеудің типі өзгеріп отырады, ал сингуляр коэффициенттердің болуы олардың шешілуін одан әрі күрделендіреді [34, б. 44]. Мұндай теңдеулер көбінесе толық берілмеген немесе локальды емес шекаралық шарттармен бірге қойылатын күрделі шекаралық есептерге әкеледі. Осындай есептер қатарына Ф. Трикоми [22, б. 192] мен А.М. Нахушев [34, б. 44] зерттеген классикалық есептердің жалпыламасы болып табылатын құрастырылған шекаралық есептер жатады.
Бұл  жұмыста сингуляр коэффициенттері бар эллиптикалық-гиперболикалық аралас типтегі теңдеулер класы үшін локальді және локальды емес шарттармен берілген құрастырылған шекаралық есептің шешімінің бар және жалғыздығы қарастырылады. Қарастырылып отырған есептің ерекшелігі шекаралық сипаттаманың бір бөлігінде ізделінетін функцияның мәндері берілсе, ал екінші бөлігінде локальді емес шарттар қойылады. Бұл шарттар Риман–Лиувилдің бөлшек ретті туынды операторы арқылы шекаралық сипаттаманың әртүрлі бөліктеріндегі ізделінетін функция мәндері нүктелеріңің арасындағы байланысты тәуелділікті анықтайды. Сонымен қатар, гиперболалық облыс шекарасының бір бөлігі шекаралық шарттардан бос қалады.
Ұсынылып отырған есептің ерекшелігі — ол Трикоми және Нахушев есептерінің жалпыламасы ретінде қойылады. Есеп дербес жағдайларда осы авторлардың классикалық есептеріне өтеді, бұл оның теориялық маңызын арттырады [22, б. 192].
Есептің шешімі сингуляр интегралдық теңдеуге келтіріледі, бұл жерде интегралдық оператордың өзегі Трикоми типіндегі ығысуы бар сингуляр ерекшелікке ие. Мұндай теңдеулерді шешу үшін Гахов–Черский [65, б. 295] еңбектеріндегі сингуляр интегралдық теңдеулер теориясы, сондай-ақ Карлеман–Векуа әдісі [60, б. 34] қолданылады.
Шешімнің жалғыздығын дәлелдеу А.В. Бицадзе ұсынған сингуляр коэффициенттері бар аралас типтегі теңдеулерге арналған экстремум принципінің аналогын қолдануға негізделген [2, б. 448]. Шешімнің бар болуы
өзегі бірінші ретті сингулярлы оқшауланған Фредгольмдік емес оператордан тұратын ығысуы (шегерімі) бар Трикоми сингулярлы интегралдық теңдеулер жүйесін талдауға келтіріледі. Карлеман–Векуа әдісін қолдану арқылы бұл теңдеулер Винер–Хопф типіндегі интегралдық теңдеуге келтіріледі [65, б. 295], әрі бұл теңдеудің индексі нөлге тең екені дәлелденеді. Бұл өз кезегінде, бастапқы есепті екінші ретті Фредгольмнің интегралдық теңдеуіне келтіруге мүмкіндік береді, ал оның шешімінің жалғыздығы қарастырылып отырған есептің дұрыс қойылғанын (корректілігін) көрсетеді.
Осылайша, бұл жұмыста сингуляр коэффициенттері бар аралас типті теңдеулер үшін шекаралық шарттары классикалық емес формада қойылған жаңа типтегі құрамдас есептің бірмәнді шешімділігі қарастырылып, аналитикалық шешу жолдары ұсынылады.


2.1  есебінің қойылымы  


[bookmark: _Hlk201084986]Тәуелсіз  айнымалылар жазықтығының ақырлы бір байланысты  облысында келесі теңдеуді қарастырайық:


,                          (96)










мұндағы .  облысы  үшін  ұштары  және  нүктелерінде орналасқан қалыпты  қисығымен, ал  үшін  (96) теңдеудің  және  сипаттамаларымен шектеледі шектеледі. 












 және  арқылы  аймағының сәйкесінше  және  жарты жазықтықтарында орналасқан бөліктерін, ал  және  арқылы сәйкесінше,   және сипаттамаларының  нүктесінен шығатын сипаттамамен қиылысу нүктелерін белгілейміз, мұндағы  аралығы –   осіндегі интервал.



 есебі.  облысында келесі шарттарды қанағаттандыратын  функцияны табу керек:

1. 

2.   және осы облыста (96) теңдеуді қанағаттандырады;



3. облысындағы  класының жалпыланған шешімі болып табылады  [29,б. 101];

4.  өзгешелену интервалы бойында келесі түйіндестік шарты орындалады: 


                  (97)




және бұл шектер реті  төмен ерекшеліктерге ие болуы мүмкін , мұндағы ;
         5.     			


                                           ,                          (98)



			        ,                          (99)

           


                                                                        (100)









орындалады, мұндағы  –  ретті бөлшек дифференциалдау операторлары;  және  – сәйкесінше  және  сипаттамаларының  нүктесінен шығатын сипаттамамен  қиылысу нүктесінің аффикстері, мұндағы :



       (101)             





Берілген     функциялары өздерінің анықталу облыстарының тұйықталуында үздіксіз дифференциалданады және





                            (102)




ал  функциясы 


                                    (103)


түрінде берілуі мүмкін мұндағы 







 есебі Ф. Трикоми [22, б. 192] және А.М. Нахушев [34, б. 44] есептерінің жалпыламасы болып табылады.  шектік мәні үшін  есебінен   
А.М. Нахушевтің  есебі [34, б. 44], ал  шектік мәні үшін қосымша   шарты үшін


              (104)

Ф. Трикоми есебі [22, б. 192] шығады.
	

	

теңдігі есебінен (100) шекаралық шарт 




                             (105)

түрге келтіріледі, мұндағы




2.2 Экстремум принципі және  есебінің жалғыздығы


 есебі шешімінің жалғыздығын дәлелдеуге кіріспес бұрын экстремум қағидасы мен (96) теңдеу шешімдерінің  облысындағы локальды қасиеттерін келтіреміз.








 жарты жазықтығында орналасқан, ұштары   нүктелеріндегі қарапайым  Жордан доғасымен және  осінің  кесіндісімен шектелген  комплекс жазықтығының ақырлы бірбайланысты   облысында  сингулярлы коэффициенті бар Геллерстедт теңдеуін қарастырайық:




             , ,                                          (106)


мұндағы .



Экстремум қағидасы. (106) теңдеуінің  облысында үзіліссіз кез келген регулярлы  шешімі   облысының ішкі нүктелерінде өзінің оң максимумы және теріс минимумына жетпейді.
Дәлелдеуі. 


                                        (107)

функциясын қарастырайық, мұндағы        


                                                




мұндағы   –  облысының диаметрі және . Тікелей есептеу арқылы 




теңдігінің орындалатынына көз жеткізуге болады, мұнда









		(108)





(108) теңсіздікке байланысты  теңдеуінің  ішкі нүктелеріндегі шешімі өзінің оң максимумын қабылдай алмайды. Расымен де, кері жорып,   функциясы  нүктесінде өзінің оң максимумына жетеді делік, онда осы нүктеде


,





бұдан (108) көмегімен  аламыз, ал бұл  теңдігіне қарама-қайшы. Осылайша, (106) теңдеуінің  шешімі   облысының ішкі нүктелерінде өзінің оң максимумына жетпейді.


Жоғарыдағыдай, (106) теңдеуінің  облысында үзіліссіз регуляр шешімі өзінің теріс минимумына  облысының ішкі нүктелерінде де жетпейтінін көрсетуге болады. Экстремум қағидасы дәлелденді.




(106) теңдеудің  регуляр шешімі  облысында өзінің оң максимумына  осінің  нүктесінде жететін болсын.


                                      (109)


функциясы үшін  нүктесінің маңайында теңсіздіктер шығарайық.

1.  нүктесінде (109) шегі бар болсын [7, б. 224].









Теорема 1. (Заремба-Жиро қағидасының аналогы). 1)  облысында үзіліссіз  функциясы   теңсіздігін қанағаттандырсын және қандай да бір   нүктесінде ең үлкен оң (ең кіші теріс) мән қабылдасын,   2)  функциясының  қисығындағы мәні  нүктесіндегі мәнінен кіші (үлкен) болсын. Онда



, ,                                                          (110)

болады, егер осы шек бар болса.
Дәлелдеу. Оң максимум жағдайын қарастырайық. 




теңсіздігінің орындалмайтыны анық.



· 


делік. Жалпылыққа зиян келтірместен  деп ұйғарайық. Теореманың шарты бойынша , мұндағы .
Жоғарыдағыдай, 


,

функциясын қарастырайық, мұндағы








  облысының диаметрі, .  қисығында




[-1,1] сегментінде



 



 функциясы  теңсіздігін қанағаттандырады, одан басқа, біз қабылдаған шарттар негізінде


,



демек  функциясы өзінің ең үлкен мәніне  облысының ішінде ие болады, бұл (108) теңдігіне байланысты мүмкін емес. Теріс минимум жағдайы осыған ұқсас қарастырылады.
Теорема 2.1. дәлелденді. 


2.  нүктесінде (109) шегі жоқ болсын және оның маңайында (106) теңдеудің  шешімінің дербес туындылары үшін келесі ретті 


		(111)



ерекшеліктер болуы мүмкін, мұндағы  жеткілікті кішкентай оң сан,  




Теорема 2. Егер (106) теңдеудің шешімі  облысында өзінің оң максимумына (теріс минимумына)  осінің  нүктесінде жетсе және осы нүктеде (111) бағалаулар орындалса, онда  нүктесінің


                                       (112)


теңсіздігі орындалатындай  маңайы бар болады.



Дәлелдеу.  арқылы ұштары  және  нүктелерінде орналасқан






қалыпты қисығымен және  кесіндісімен шектелген облысты белгілейік.  тұрақтыларды енгізейік.


   ,                         (113)


орындалатынына оңай көз жеткізуге болады. (113) тепе-теңдігін  облысы бойынша интегралдап және Грин  формуласын






(облысының шекарасы) қолдана отырып, келесіні аламыз:


       (114)


 теңдігін ескере отырып, (114) теңдікті келесідей түрлендіреміз:


	(115)

Келесі қисықсызықты интегралды қарастырайық:


.				(116)

Мұнда біз полярлық координаттарға көшеміз:





мұндағы  және (116) қатынас келесідей түрленеді:


 .   (117)

Енді 



,             (118)


функцияны қарастырайық. (118) теңдігін   бойынша дифференциалдап, алатынымыз:


	   (119)





Енді, (118) және (119) теңдіктерінен рұқсат етілген (111) ерекшеліктерді ескере отырып екеніне көз жеткізу оңай және   ескеріп,  үшін  аламыз. Сондай-ақ, (111) ескере отырып, 


   .                                     (120)






есептеу оңай. Яғни  орындалатындай  үшін  орындалатындай  бар, және 

(117) және (119) қатынастарынан  көз жеткізуге болады, және осыдан (120) ескере отырып


                                                      (121)

аламыз.

Енді (115) теңдігінде (121) көмегімен  үшін шекке көшсек, 


                              (122)

аламыз. Теріс минимум жағдайы оң максимум жағдайға ұқсас дәлелденеді. Сонымен, Теорема 2 дәлелденді.


2.3  есебінің шешімінің жалғыздығы
Түрлендірілген 




Коши есебінің шешімін беретін Дарбу формуласына негізделе отырып [7,с. 224], келесіні есептеу қиын емес:


		(123)

                   (124)

Мұнда келесі тепе-теңдіктердің ескерілуімен




орындалады. Дарбу формуласынан [7, б. 224]. 


,  (125)


. (126)

аламыз. (125) және (126) формулаларын ескере отырып, (99) және (100) шеттік шарттарынан сәйкесінше


                         (127)


, (128) 

аламыз, мұнда


,





.




[bookmark: _Hlk201087697]Теорема 3. (А.В. Бицадзенің экстремум қағидасының аналогы [2, б. 448]).  есебінің  шешімі  


				(129)



шарттары орындалғанда  тұйық облысында өзінің оң максимум және теріс минимумына   доғасының нүктелерінде жетеді.













Дәлелдеу.  – 3-теореманың шарттарын қанағаттандыратын  есебінің шешімі болсын. Экстремум қағидасының негізінде  шешімі  облысында өзінің экстремумдарына жете алмайтыны анық.  функциясы тұйық облысында өзінің оң максимумына  нүктесінде жетеді деп ұйғарайық, яғни .  функциясының оң максимум нүктесінде бөлшек ретті ,  туындыларының мәндері қатаң оң болатынын пайдалана отырып, (127) және (128) теңдіктерінен  (129) ескере отырып  аламыз, бұл Заремба-Жиро қағидасының белгілі аналогына қайшы, осыдан  шығады.



Енді  шешімі өзінің оң максимумына (теріс минимумына)  нүктесінде жетеді деп ұйғарайық. Онда 2-теорема негізінде  интервалы үшін 


                                         (130)


орындалатындай  бар болады.

Басқа жағынан, көрсетілген  үшін (127) мен (128) теңдіктерін қолдана отырып алатынымыз:


                 (131)



(131) теңсіздік (130) теңсіздікке қайшы келеді, яғни функциясы   нүктесінде өзінің оң максимумына (теріс минимумына) жетпейді.



Сол себепті,  функциясы   облысында өзінің оң максимумына   қисығының нүктелерінде жетеді.



Жоғарыдағыдай, 3-теорема шарттарын қанағаттандыратын  функциясы  облысында өзінің теріс минимумына да  қисығының нүктелерінде жететінін көрсетуге болады.
3-ші теорема дәлелденді. Бұл теоремадан келесі салдар шығады.

[bookmark: _Hlk201087746]Салдар. (129) шарты орындалса,  есебінің бірден көп емес шешімі бар.

2.4 Ығысуы бар Трикоми типіндегі сингуляр интегралдық теңдеулер жүйесін регуляризациялау




Гильберт және Гипер–Бессель операторларымен сипатталатын жүйелер қарастырылған  облысынан  облысына әкелінген,  және  белгісіз функциялары арасындағы белгілі қатынасты [7, б. 224] келтіреміз:


     (132)

мұндағы


,   (133)




(132) қатынасы барлық  аралығы үшін орындалатынын ескереміз. (132) қатынасын ескере отырып,




   (134)




       (135)

есептеу оңай. 
(134) және (135) теңдіктерін ескере отырып, (127) және (128) қатынастарынан сәйкесінше


     (136)



,

        (137)


аламыз, мұндағы .


                                       (138)


   (139)



(136) және (137) теңдеулерінің сәйкесінше тек  және  үшін сингулярлық ерекшеліктері бар, сондықтан бұл теңдеулерді келесі түрде көшіріп жазайық:




        (140)



			(141)



.











[bookmark: _Hlk196047555](140) және (141) қатынастары сәйкесінше  және  үшін орындалатынын айта кетейік. Оларды бір  аралығында қарастыру үшін (140) қатынасындағы -ті -ке, ал (141)-дағы -ті -ке алмастырамыз, мұндағы ,,. Соңғы түрлендірулердің ескерілуімен, (140) және (141) қатынастарын сәйкесінше келесі түрде қайта жазайық:


	      (142)



    (143)





мұндағы



, ,


 






Енді (142) және (143) теңдіктерінің оң жақ бөлігіндегі интегралдарында  аралығы үшін  және  аралығы үшін  деп интегралдау айнымалыларын алмастырамыз, мұнда :


	     (144)







		        (145)







Одан кейін (144) және (145) қатынастарындағы сингуляр ерекшелікті интегралдарды алып, оларды сәйкесінше келесідей түрлендіреміз:


	(146)




(147)








.

(147) қатынасты келесідей түрлендіреміз:





			(148)



мұндағы






,  (149)

.

     (150)

келесі теңдікті ескере отырып




(148) теңдеуін түрлендірейік:


	  (151)

мұндағы


	.                    (152)

(152) теңдеуде сипаттамалық бөлікті алып, оны келесі түрде қайта жазайық:


 		(153)


мұндағы 


     (154)

– регулярлы операторлар, ал (146) теңдеуін келесі түрде жазайық:


  (155)

мұндағы


                    (156)



  және   функцияларын зерттеy






 және  функцияларын зерттейік [7, б. 224]. Алдымен (133) формуласымен анықталған  функциясының қасиеттерін қарастырайық.
 есебі шешімінің шеттік мәндерін  қалыпты қисығының бойында (103) түрінде беруге болады деп есептейік, онда (103) ескере отырып, (133) қатынасындағы  үшін өрнекті келесі түрде жазуға болады:


	           (157)




















 функциясының  аралығында кез келген  ретті туындысы бар екенін оңай көруге болады.  функциясы мен оның  туындысының және  үшін өзгерісін анықтайық. Егер (157) формуласының оң жағында -ті -ке және -ны -ға алмастырса, онда бүкіл өрнек өзгермейтінін аңғара кетейік, тек  функциясының аргументі ретінде  орнына тұрады, бұл  функциясының  және  нүктелерінің жақын маңындағы өзгерісі бірдей екенін көрсетеді. Демек,  функциясы мен оның  туындысының  үшін шектерін қарастыру ғана жеткілікті.
(157) теңдікте орта мән теоремасын қолдана отырып, 


                      ,              (158)



аламыз, мұнда . (158)-те интегралдау айнымалысын ауыстырамыз, 


  (159)

Мұнда гипергеометриялық функцияның интегралдық көрінісін [10, б. 304] қолдана отырып, мынаны аламыз


. (160)

(160)-тен  келесі функционалдық қатынасқа негізделе отырып




,                       (161)  


мұндағы , соңында алатынымыз:






                                                               (162)






(162) қатынасынан , демек , себебі біз алдында аңғарғанымыздай,  функциясының  және  үшін өзгерісі бірдей.
Енді туынды есептейік









Мұнда  функцияны зерттеу кезінде жасалған түрлендірулерді жүзеге асыра  отырып,



















       (163)



аламыз. (163)-ден  функциясы  үшін шектелген екені көрінеді.
Осылайша,



                   , және .                      (164)



 функциясын зерттейік. (138) қатынастан (129)-ті негізге ала отырып,  және (164)-дың ескерілуімен


  	  (165)

аламыз. Бөлшек интегралдау операторларының қасиеттерінің [10] негізінде


  	    	     (166)

деп қорытындылаймыз. 




Енді (139) формуласы арқылы берілген  функциясын зерттеуге көшейік. (129) негізінде   және (164) ескере отырып,  функциясын келесідей түрлендіреміз:




			   (167)


 

[7, б. 224] әдебиеттен 1.3-теоремадан келесідей тұжырым шығады: кішкентай  үшін



     и       	    (168)

орындалады.
[bookmark: _Hlk196049552]Ф. Трикоми ығысуы бар сингуляр интегралдық теңдеуін регуларизациялау
(153), (155) сингулярлы интегралдық теңдеулер жүйесін регуларизациялауға көшейік.

Алдымен (153) теңдеуді регуларизациялайық. Бұл теңдеудің оң жақ бөлігін уақытша белгілі функция деп есептеп және  белгілеуін енгізе отырып, (153) теңдеуді келесі түрде қайта жазамыз


         (169)

мұндағы 


           (170)


– комплекс жазықтықтағы кез келген нүкте болсын. Карлеман идеясына сүйене отырып [66, б. 32].


         (171)

ұйғарамыз. 






 ол жоғарғы және төменгі жарты жазықтықтарда да голоморфты екені анық.  функциясының шектік мәндерін  сәйкесінше жоғарғы және төменгі жарты жазықтықтардан нақты осьтің  нүктесіне ұмтылған кезде және  арқылы белгілейік.


.                                    (172)

тексеру қиын емес.


бөлшек-сызықты түрлендіруі жоғарғы жарты жазықтықты төменгі жарты жазықтыққа және керісінше ауыстырады. Бұл кезде  аралығы Δ аралығына өтеді, мұндағы





(172) теңдеуден 


 ,

 				 (173)

екенін оңай байқауға болады. Сохоцкий- Племель формулаларын [73] негізге ала отырып,


                                                                                      (174)

                     

аламыз. Онда (169) теңдеу 


  	  (175)



түріне ие болады. Енді (175)-де -ті  қатынасына алмастырып, (173) теңдігінің ескерілуімен


   (176)

аламыз. (175) және (176) теңдеулерді біріктіруге болады:


                     (177)

мұндағы


                                  (178)


                 (179)


Осылайша, (169) интегралдық теңдеудің шешімі келесі комплекс айнымалы теориясының есебіне [10, б. 304] келтірілді: жоғары және төменгі жарты жазықтықтарда да голоморфты, (177) шекаралық шартын қанағаттанатын  функциясын табу қажет. Осындай есептерге қатысты қазіргі заманғы талдаулар жұмыстары арқылы кеңейтіліп отыр.


Бұл есептің шешімін айқын түрде алуға болады. Алдымен сәйкес біртекті есепті шешейік, яғни  аралығынан тыс жерде голоморфты, ал  аралығында 


.					(180)



шартын қанағаттандыратын  комплекс жазықтығында  функциясын табу керек.
(180) теңдеуді келесідей түрлендіреміз:


                                     (181)

(181) теңдеудің дербес шешімдерінің бірі мынандай түрге ие:




осыдан


	   (182)

Енді есептейік




 (182) ден 


                                             (183)

оңай көруге болады. Мұнда бөліктеп интегралдау амалын орындап




аламыз, демек,


 (184)

мұндағы





 ескере отырып, есептейміз:





мұндағы .
[bookmark: _Hlk196035274]Енді 





есептейік. Мұнда  ескерілуімен 


.

аламыз. 




екенін ескереміз. Дәл солай келесі өрнекті дәлелдеуге болады:


.


Осылайша,  мәндерін негізге ала отырып, (184)-дан 


	(185)

аламыз, 


мұндағы  функцияның шегі  үшін нөлден өзгеше және ақырлы мәнге ұмтылады.
Осыдан (185) -ды есептеу қиын емес:


                                           (186)                  



, 

Осыдан, (182) -ні ескере отырып, 


 ,


                                  (187)

аламыз. (2.6.12) көмегімен біртекті емес теңдеу (2.6.9) түрлендіріледі:



                          (188)

Соңғы теңдеудің дербес шешімдерінің бірі мынадай:


                (189)


(179) өрнек негізінде, яғни  үшін  (189) шешімін келесі түрде көрсетуге болады


      	                          (190) 
 

(183) және төмендегі тепе-теңдікті ескере отырып, (190) -тің екінші интегралында  айнымалысын алмастыру арқылы 




(190) қатынасты келесі түрге түрлендіреміз


      (191)

Жалпы шешімін анықтау үшін сәйкес біртекті теңдеуді қарастырамыз


                             


Бұл теңдеу  функциясының тек полюс болуы мүмкін нүктелерден басқа бүкіл жазықтықта голоморфты екенін көрсетеді. Бұл функция шексіздікте жойылатынын ескерсек, онда 


   

аламыз Осылайша, біртекті емес есептің жалпы шешімі:


                   (192) 

Сохоцкий–Племель формуласына (174) сәйкес, мынаны аламыз


        (193)

(178), (180) және (186) негізге ала отырып, 






есептеу қиын емес. Осы тепе-теңдіктер негізінде (193) шешімін келесідей түрлендіреміз:


      (194)
	





Ізделінді функциясы Гёльдер класына жататын,  кезінде шектелген болып қалатын және  нүктесінде төменгі ретті  ерекшелікке ие болуы мүмкін функциялар қатарынан ізделетінін ескере отырып, (194) формулада  деп алуымыз керек. Сонда (194)  келесі түрде болады


              (195)

мұндағы 


         (196)


  белгілеулерді ескере отырып,




(195) шешімді келесі түрге түрлендіреміз


   (197)

Осылайша, келесі 2.1. лемма дәлелденді. 







Лемма 1. Егер  функциясы  және ,  нүктелерінде Гёльдер шартын қанағаттандырса, онда  класына жататын, яғни   сол жақ шетінде шектелген және оң жақ шетінде  интервалында шектелмеуі мүмкін (169) теңдеуінің шешімі (197) формуласы арқылы өрнектеледі.


 және  белгісіз функциялар арасындағы бірінші функционалдық арақатынасты келтіріп шығару 

Енді (170)- тегі  үшін өрнекті (197) -ге  қою арқылы аламыз


     (198)

мұндағы

    (199)


            (200)


            (201)
 
(198) формуласындағы ішкі интегралды есептейік


                (202)

Мұнда интеграл астындағы өрнектің рационал бөлігін қарапайым бөлшектерге жіктеу арқылы келесі түрге келтіреміз




                   (203)

Енді (202) теңдігін (203)-ге сәйкес келесі түрге түрлендіреміз


         (204)

[5, б. 628] кітаптан алдағы бөлімдерде қарастыратын белгілі формулаларды келтірейік



(205)


        ;    (206)


     (207)

   

                       ;                           (208)  
 



                               ;                       (209)  


            ;     (210)


  . (211)
 






(205)-дағы -ны -ға, -ті -ке алмастырып, сондай-ақ  мен -ның орындарын ауыстырсақ, келесіге оңай көз жеткізуге болатынын ескере кетейік:



  (212)

Жоғарыда келтірілген (212), (208) және (210) формулалар негізінде, келесі өрнектердің орындалатынына оңай көз жеткізуге болады.


а)                    

                                         (213)

ә)              

                                  (214)

б)        (215)

(202) тепе-теңдігін (213), (214) және (215) формулаларын қолданып, келесі түрге түрлендіреміз




(216)


немесе (217)
(217) арақатынасы негізінде (198) өрнегін келесідей етіп түрлендіреміз:





        (218)

немесе 


                    (219)

мұндағы 


                                        (220)



(221)






  түзулерден басқа,  өзегі сәйкесінше  және  ретті ерекшеліктерге ие болады.
(219) теңдеуде сипаттамалық бөлігін бөліп алып, оны келесі түрге түрлендіреміз


            (222)

мұндағы


 (223)


 – регуляр операторлар.

(220) және (196) белгілеулеріне негізделе отырып  есептейміз, нәтижесінде 




аламыз.


Осыдан, (196) өрнегіне сәйкес, , онда  нүктелерінде (222) теңдеудің оң жағындағы бірінші интегралдық оператордың өзегі бірінші ретті ерекшелікке ие, демек, бұл Фредгольмдық емес оператор.



(222) теңдеуде -ның орнына  -ны қойып,  ескере отырып, келесі түрге келтіреміз




немесе


                 (224)


мұндағы ,


                                               (225)





 операторы операторынан  орнына  алмастыру арқылы алынады.


 (224) арақатынасы белгісіз және  функциялар арасындағы алғашқы функционалдық қатынас болып табылады.


 және  белгісіз функциялар арасындағы екінші функционалдық арақатынасты келтіріп шығару

Енді (250) теңдеуін қарастырайық. Мұнда, дәл (248) теңдеудегідей, оның оң жақ бөлігі уақытша белгілі функция деп есептеп,   арқылы белгілейміз де, (250)-ты келесі түрде қайта жазамыз



              ,    (226)

мұндағы



           (227)
 

(226) теңдеуін  белгісіз функцияға қатысты өзектің интегралданбайтын бөлігінің ығысуы бар сингулярлы интегралдық теңдеу ретінде қарастырамыз.







Лемма 2. Егер  функциясы  және,  нүетелерінде Гёльдер шартын қанағаттандырса, онда  функциялар класындағы  сол жақ ұшында шектелген және оң жақ шетінде  интервалында шектелмеуі мүмкін (226) теңдеудің шешімі 
 

.

          		  .               (228)

формуласы арқылы өрнектеледі.


Дәлелдеуі. (226) теңдеуін белгілерін енгізу арқылы келесі түрде қайта жазамыз


                          (229)
 


(229) теңдеудің шешімін  функциясы  аралығының сол жақ ұшында шектелген, ал оң жақ шетінде шектелмеуі мүмкін болатын Гёльдер класына жататын функциялар қатарынан іздейміз.

– комплекс жазықтығындағы кез келген нүкте болсын. Карлеман идеясы бойынша [7, б. 224]. 


                            (230)

ұйғарамыз. 

 функция жоғарғы да, төменгі жарты жазықтықта да голоморфты екенін анық.





 және  арқылы сәйкесінше жоғарғы және төменгі жарты жазықтықтан  нақты осьтің нүктесіне ұмтылғандағы  функциясының  шекті мәндерін белгілейік.
Келесіні тексеру қиын емес:


                                         .                              (231)



 бөлшек-сызықтық түрлендіру жоғарғы жарты жазықтықты төменгі жарты жазықтыққа және керісінше түрлендіреді. Бұл жағдайда  кесінді Δ кесіндісіне өтеді, мұндағы 


                       (232)
 
(231) теңдеуден 


 ,

                                   .                                (233)

оңай байқауға болады.
Сохоцкий–Племель [21,с. 110] формулаларының негізінде 


                                                  ,                                    

,                                    (234)

аламыз, мұндағы



 
(234) формуласы арқылы 


                                                                                     (235)

                       (236)

көз жеткізуге болады. Онда (235) және (236) қатынастары арқылы, (229) теңдеуі келесі түрге ие болады


                                           (237)



Енді (237) теңдеуінде -ті  қатынасымен алмастырып, (233) формуланың ескерілуімен келесі өрнекті аламыз


              (238)

Белгілеу енгізейік





                        (239)

және осы белгілеулер негізінде (237) және (238) теңдеулерін бір теңдеуге біріктіруге болады


                                                        (240)


Осылайша, (233) интегралдық теңдеуінің шешімі комплекс айнымалы функциялар теориясындағы келесі есепке келтіріледі [37, б. 739]:  (240) шекаралық шартын қанағаттандыратын жоғарғы және төменгі жарты жазықтықта голоморфты болатын  функцияны табу қажет.



Бұл есептің шешімін айқын түрде алуға болады. Алдымен сәйкес біртекті есепті шешейік, яғни  комплекс жазықтығында  кесіндісінен тыс жерде голоморфты, ал  кесіндісінде келесі шартты қанағаттандыратын


.                                        (241)


  функциясын табамыз.   
 (241) теңдеудің дербес шешімдерінің бірі келесі түрге ие болады:


 		.   (242)
 
(242) формуладан байқауға болады


  	                                (243) 

Енді (242) формуласынан келесі функцияны оңай есептеуге болады



Осыдан,



,       




,    .                 (244)
(244) дан (243) -ді ескере отырып,



       .




   .                            (245)   



Осылайша, және  функцияларының шекаралық мәндерін таптық.
Енді (241) теңдеу арқылы (240) шекаралық шартын келесі түрде келтіреміз



    

Соңғы теңдеудің дербес шешімдерінің бірі мынандай түрде болады


                                   .            (246)

(239) формуланы ескере отырып, (246) теңдеудің шешімін келесідей түрлендіреміз



    (247) 
 

(247) теңдеудің оң жақ бөлігіндегі екінші интегралда   интегралдау айнымалысын алмастырып және қажетті түрлендірулерді орындап 


                              (248)

аламыз.
Жалпы шешімін табу үшін, біртекті теңдеуді қарастырайық  


                             



Бұл теңдеу  функцияның тек полюс болуы мүмкін  нүктелерден басқа бүкіл жазықтықта голоморфты екенін көрсетеді. Бұл функция аналитикалық жалғастыру туралы жалпыланған Лиувиллль теоремасы арқылы шексіздікте жойылатынын ескерсек, келесі тұжырымға келеміз


   .                                    (249)

Осылайша, біртекті емес есептің жалпы шешімі мына түрде болады



 .(250) 

Енді (235) формуласы негізінде
 




,                                 (251)

табамыз.  




тепе-теңдіктері негізінде (251) шешімін келесі түрде жазамыз:







.                    (252)





 шешім Гёльдер класында жататын  нүктесінде шенелген және   нүктесінде бірден кіші ретті ерекшелікке ие болуы мүмкін функциялар  қатарынан ізделетін болғандықтан, (252) теңдеуде  деп ұйғару қажет.




Осылайша,  ) белгілеулерді ескере отырып, (252) теңдеуден (228) шешімін аламыз.
Лемма 2 дәлелденді.

Енді (227) формуладағы өрнекті (228) теңдеуге қойып





          (253)

аламыз немесе


            (254)

мұндағы


,    (255)




                               (256)

мұнда 






– регулярлы оператор,






 ішкі интегралын -те есептейік,


.   (257)

(257) интегралдық функциясының рационал бөлігін қарапайым бөлшектерге жіктеу үшін қолданылатын теңдіктерді келтірейік


,


,


,




Келтірілген жіктеулер негізінде (257) арақатынасы келесі түрге ие болады










=




,                 (258)

мұндағы (205), (209) және (211), (207) формулаларының ескерілуімен


  (259)





,                             (260)




,                          (261)


             (262)

Осылайша, (259)-(262) формулаларына сәйкес, (258) қатынасы келесі түрге ие







            (263)

Енді (263)-ді (256)-ге қойып, мынаны 











аламыз немесе


	  (264)

мұндағы






,

– регуляр оператор.
Енді (264)-ды (248)-ке қойып 





                                   (265)

аламыз.



, 

теңдіктерін ескере отырып, (265) теңдеуді мына түрге түрлендіреміз


,             (266)

мұндағы


 (267)

– регуляр оператор.


 (266) теңдеуде  -ті -ке ауыстырып, оны келесі түрге келтіреміз



             ,             (268)






мұндағы , ал ​ операторы ​ операторындағы -ті  -пен алмастыру арқылы алынады.
Функцияны енгізейік



 	        	           (269)

Онда (268) теңдеу мына түрге ие болады


.            (270)
 


(270) қатынас  және  белгісіз функциялар арасындағы екінші функционалдық арақатынас болып табылады.

2.5 Винер–Хопф интегралдық теңдеуін келтіріп шығару және зерттеу


Осылайша, (270) теңдеуі (252) теңдеуімен бірге өзегінде сингулярлы ерекшелігі бар белгісіз  және  функциялары бойынша интегралдық теңдеулер жүйесін құрайды [59, б. 52].



(270) теңдеуінің сипаттамалық ерекшелігі – оның  функциясы бойынша шешілген түрінде берілуі, бұл (252) теңдеуден  алып тастауға мүмкіндік береді. (270) теңдеуден алынған  өрнегін (252) теңдеуге қойып, мынаны аламыз:




немесе


                         (271)


мұндағы -регулярлық оператор.


                               (272)


 (273)

.                   (274)



 өзегін бағалайық. Ол үшін (272) теңдеуде  алмастырып, 


  ,   (275)

аламыз, мұндағы


        ,                                  (276)

.	                              (277)


Алдымен  бағалайық. (253) және (269) формулаларының негізінде, 







аламыз. Осыдан


.


Осылайша,  регуляр ядро.
Енді 


,


есептейік, мұндағы . Осыдан (253) және (269) негізінде 


                  (278)

аламыз.
Меншіксіз интегралды есептейік


,(279)



(277) теңдеудің оң жақ бөлігіндегі интегралдарда сәйкесінше   және  интегралдау айнымалыларын алмастыру арқылы, келесі өрнекті аламыз


.

Мұнда Эйлер интегралын қолданып, 

     

.                    (280)

аламыз.
(280) және (279) қатынастарының негізінде, (278) теңдеуден мынаны аламыз


                                (281) 

Демек, (271) теңдеуді (275) және (281) қатынастарын негізге ала отырып, келесі түрге келтіреміз


   (282) 

мұндағы


,                 (283)

– регуляр оператор.


 белгілеуін енгізе отырып, (282) теңдеуді келесі түрге түрлендіреміз


,      (284)


мұндағы .


 (284) теңдеуінде айнымалыларды алмастырып, берілген теңдіктерді ескере отырып, 



келесі түрге түрлендіреміз


         (285) 


Енді (285) теңдеуінде  белгілеу енгізіп, оны келесі түрде қайта жазамыз


              (286)


мұндағы 

(286) теңдеуі – Винер-Хопфтің интегралдық теңдеуі болып табылады [65, б. 295]. (286) теңдеудің индексін есептейік.




белгілейік.

(286) теңдеудің индексі өрнектің кері таңбамен алынған индексіне [65,с. 295] тең болады, мұндағы


.


Мұнда  функциясының жұптығы және [7, б. 518] формуласын ескере отырып


,

келесіге көз жеткізу қиын емес:



                                            (287)
болсын.



(287) теңдеу негізінде бұл  өрнектің индексі нөлге тең. Демек, (286) теңдеуін Фредгольмнің екінші текті интегралдық теңдеуіне бірмәнді келтіруге болады, ал бұл теңдеудің бірмәнді шешімділігі  есебі шешімінің жалғыздығынан туындайды.
Осылайша, біз келесі тұжырымды дәлелдедік.

[bookmark: _Hlk201087944]Теорема 2.4. (224) және (287) шарттары орындалған жағдайда,  есебінің бірмәнді шешімі бар.

2-бөлім бойынша қорытынды
Бұл жұмыста сингулярлы коэффициентті  аралас эллиптикалық-гиперболалық типтегі теңдеулердің бір класы үшін локалді және локалді емес шарттармен құрастырылған (біріктірілген) есептің шешімінің бар және жалғыз болуы зерттелді
Зерттеліп отырған есептің бұрынғы белгілі есептерден ерекшелігіне шекаралық сипаттаманың бір бөлігінде ізделінетін функцияның мәндері берілуі мен екінші бөлігінде локальді емес шарттар қойылуы жатады. Бұл локальді емес шарттар Риман–Лиувилль мағынасындағы бөлшек ретті туындылы оператор арқылы сипаттамалық шекараның бір бөлігіндегі ізделінетін функцияның мәндерін басқа бір сипаттамалық шекара бөлігіндегі мәндерімен нүктелік түрде байланыстырады. Сонымен қатар, облыстың гиперболалық аймағының шекарасының бір бөлігі шекаралық шарттардан босатылады.
Берілген есептің шешімінің жалғыздығы сингуляр коэффициентті аралас типтегі теңдеулерге арналған А.В. Бицадзе экстремум принципінің аналогы арқылы дәлелденеді.
Шешімнің бар болуын дәлелдеу ядроның интегралданбайтын бөлігіндегі шегеріммен және  ядросы бірінші ретті сингулярлы оқшауланған Фредгольмдік емес оператормен  берілген сингулярлы Трикоми интегралдық теңдеулер жүйесін шешуге келтіріледі. Карлеман–Векуа әдісі арқылы оң жағында алынған нөлдік емес операторлы сингулярлық интегралдық теңдеулер Винер–Хопф интегралдық теңдеуіне келтіріледі. Винер–Хопф интегралдық теңдеуінің индексі нөлге тең екені дәлелденеді.
Сондықтан, бұл теңдеу бірмәнді түрде екінші ретті Фредгольмнің интегралдық теңдеуіне келтіріледі, ал бұл теңдеудің шешімінің жалғыздығы есебі шешімінің жалғыздығынан шығады.









ҚОРЫТЫНДЫ

Бұл жұмыста сингуляр коэффициенттері бар аралас эллиптикалық-гиперболалық типтегі дифференциалдық теңдеулердің бір класы үшін қойылған локальді және локальді емес шекаралық шарттармен біріктірілген есептердің шешімінің бар және жалғыздығы зерттеледі. Есептердің ерекшелігі – шекаралық сипаттаманың бір бөлігінде ізделінді функцияның мәндері, ал екінші бөлігіне сәйкес өзгешелену сызығында Франкль типті немесе Риман–Лиувилль мағынасындағы бөлшек ретті туындылы оператор арқылы сипаттамалық шекараның бір бөлігіндегі ізделінді функцияның мәндерін басқа бір бөлігіндегі мәндерімен нүктелік түрде байланыстырады. Сонымен қатар, гиперболалық аймақтың шекарасының бір бөлігі қандай да бір шарттардан босатылады.
Қойылған есептің шешімінің жалғыздығы сингуляр коэффициенттері бар аралас типті теңдеулерге арналған А.В. Бицадзе экстремум принципінің модификациясы арқылы негізделеді.
Шешімнің бар болуын дәлелдеу теңдеудің құрылымындағы сингулярлықтар мен азғындалу сипаттарын ескеретін интегралдық әдістерге сүйенеді. Атап айтқанда, бұл дәлелдеу ядросында бірінші ретті оқшауланған сингулярлығы бар Фредгольмдік емес операторлармен сипатталатын Трикоми типті стандартты емес сингулярлық интегралдық теңдеулерді шешу есебіне келтіріледі. Алынған теңдеулер Карлеман–Векуа әдісі арқылы Винер–Хопф типті интегралдық теңдеулерге түрлендіріледі. Бұл теңдеулердің индексі нөлге тең екендігі дәлелденеді, соның негізінде олар екінші ретті Фредгольм [70, б. 4] типті теңдеулерге келтіріледі. Мұндай теңдеулер үшін шешімнің бар болуы мен жалғыздығы классикалық теориямен қамтамасыз етіледі. Бұл ғылыми нәтижелер [74-76] зерттеулерінде көрсетілген әдістермен және есептердің құрылымымен тығыз байланысты.
Зерттеу нәтижесінде оқшауланған бірінші ретті сингулярлы өзекке ие Фредгольмдік емес операторлармен берілген стандартты емес сингулярлық Трикоми типті интегралдық теңдеулерді шешуге арналған тиімді алгоритм жасалды.
Сондай-ақ, есептің дұрыс қойылуы мен шешімінің бар-жоқтығы берілген локальді және локальді емес шарттардағы коэффициенттердің, сондай-ақ теңдеудің өзгешелену түзуіндегі түйіндес нүктеде қойылған шарттардың өзара сәйкестігіне тәуелді екені көрсетілді.
Жалпылап айтқанда, ұсынылған әдістемелер сингуляр коэффициенттері бар дербес туындылы теңдеулердің кеңейтілген кластары үшін де тиімді қолданылуы мүмкін. Атап айтқанда, Геллерстедт теңдеулерінің ұқсас қойылымы шексіз облыс үшін [77] жұмысында қарастырылып зерттеу барысында пайдаланылған әдістер (мысалы, Карлеман–Векуа регуляризациясы мен Винер–Хопф түрлендіруі) теңдеулер құрылымындағы сингулярлық сипаттарды тиімді зеріттеуге мүмкіндік береді және бұл тәсілдер (96)-теңдеудегі  параметрінің әртүрлі мәндері үшін де жалпылануы ықтимал.
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