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[bookmark: _Toc132637573]ВВЕДЕНИЕ
[bookmark: _Toc55036125]Общая характеристика работы. В диссертационной работе рассматривается обратная задача тепломассапереноса. В начале работы исследуется обратная задача теплопроводности с реальными экспериментальными данными. Кроме того, разрабатывается метод расчета коэффициента теплопроводности и исследуется влияние влаги на коэффициент теплопроводности грунта. Затем нами исследуются методы решения обратной задачи тепломассопереноса для систем уравнений Лыкова. Отметим, что нами разработан метод расчета влаго- и теплофизических параметров пористых материалов, а также построены алгоритмы решения задач. В ходе исследования получены априорные оценки для решения системы разностных задач переноса тепла и влаги в почве для прямой и сопряженной задачи. На основе этих априорных оценок нами доказаны устойчивость и сходимость системы нелинейных разностных задач прямой и сопряженной задачи, а также ограниченность приближенных значений коэффициентов влагодиффузии и термодиффузии пористой среды. 
Актуальность исследования. Известно, что при решении многих задач агрофизики, экологии, почвоведении, строительной физики, агрономии и других сфер науки вопросы тепло-влагопереноса в почвах и грунтах являются фундаментальными.
Для формирования и развития физики почв большое значение имеют исследовательские работы Э. Букингема, В.Гарднера, и Л. A. Ричардса. Так, Э. Букингемом [1] было исследовано и предложено понятие потенциала почвенной влаги.  Работы В. Гарднера были связаны с внедрением принципов энергетики почвенной влаги для ее количественного описания. Им были применены методы определения влагопроводности почвы и давления почвенной влаги в ненасыщенных влагой условиях [2]. Важны также  работы Л. А. Ричардса, посвященные проблемам переноса влаги в ненасыщенных условиях, и позволившие появиться  понятию «уравнение Ричардса» [3]. К тому же, благодаря его научным исследованиям, многие гидрофизические методы и приборы активно используются в исследовательских лабораториях разных стран мира.
Значительный вклад в развитие теории тепло-влагопереноса  внесли российские ученые, актуальность работ которых не вызывает сомнений: А.М. Глобус [4], C.B. Нерпин [5], Б.Н. Мичурин [6], А.Ф. Чудновский [7] и т.д.
В соответствии с последними статистическими данными, глобальный уровень урбанизации сегодня превышает 50%. Ожидается, что в будущем он будет увеличиваться. Скорость и масштабы изменения климата городов тесно связаны с городской почвой. Тепловой поток почвы является ключевым фактором, определяющим температуру поверхности грунта, и он связывает процесс передачи энергии на поверхность с процессами передачи энергии в почву [8-10].
Известно,что тепловые свойства почвы, такие как теплопроводность, объемная теплоемкость или, более глобально, температуропроводность, являются важнейшими параметрами теплового потока почвы и энергетического баланса. [11]. Следовательно, знание точных значений этих свойств почвы очень важно.
Кроме этого, в сфере строительстве сегодня активно и в больших масштабах появляются всё новые и новые материалы. Зачастую влагопроводные и теплопроводные характеристики этих новых материалов бывают неизвестны. В связи с этим разработка методов нахождения влаго- и теплофизических параметров материалов становится актуальной задачей. 
Влага, как правило, является ключевым фактором стойкости и эффективности зданий. В ряде работ отмечается, что избыточный уровень влаги снижает качество конструкции, способствует влиянию на качество воздуха в здании и тепловой комфорт, а также на энергоэффективность в здании [12].
 В ряде исследовательских работ учеными предлагаются модели прогнозирования воздействия влаги на энергоэффективность зданий. Основная обзорная литература представлена в библиографическом списке [13].
 Известно, что по физическим свойствам перенос воздуха оказывает существенное воздействие на количество влаги и пористость строительных материалов. Различные результаты, полученные экспериментальными и численными способами, показывают значительный эффект от этого переноса. [14] - [16]. Существует разные модели прогнозирования физического проявления сопряженного переноса воздуха, тепла и влаги в пористых строительных материалах. Так, физическая модель описывается на основе законов сохранения массы для пара, сухого воздуха и жидкой воды, а также на основе законов сохранения энергии. В ранних исследованиях Лыкова [17] более детально показана эта модель.  Численные модели, предлагаемые Лыковым,   пытались исследовать две основные группы ученых. Первая группа исследователей решают задачу с помощью трех эволюционных дифференциальных уравнений, учитывающую температуру, влагу и давление воздуха в пористых средах. Отдельными исследователями [18] - [20] задача решается на основе неявной конечно-разностной схемы. Кроме этого, для получения решения таких задач  исследования проводятся с помощью программного обеспечения COMSOLTM [21]. Авторы подобных работ упоминают, что схема основана на явном методе конечных элементов во временной области. Одним из важных недостатков неявной конечно-разностной схемы является его вычислительная стоимость. Неявный подход требует трудоемких субитераций на каждом временном шаге для решения нелинейных задач. А явная схема требует удовлетворения условий устойчивости Куранта-Фридрихса-Леви. Практически, временная характеристика переноса воздуха очень мала, относительна со временем тепломассопереноса.
Вторая группа исследователей не учитывает влияния воздуха, проходящего через пористую матрицу. Тогда система упрощается и уравнение Лыкова записывается как система уравнений взаимосвязанного тепломассопереноса. Вычисление температуры и влажности в капиллярно-пористых средах на основе знания начальных и граничных условий, а также теплофизических свойств, указанных в уравнении Лыкова для систем уравнений тепломассопереноса, представляет собой прямую задачу тепло- и массообмена [17, 22, 23]. Такой тип прямой задачи, основанный на теории Лыкова, был решен аналитически с помощью различных подходов, а также нами использовались численные методы и гибридные аналитико-численные методы для решения подобных систем уравнений [22 -31].
Прямые задачи математически классифицируются как корректно поставленные, так как их решения удовлетворяют требованиям существования, принципу единства  и устойчивости по отношению к входным данным [32-35]. 
А когда структура математической модели исследуемого процесса известна, и нужно искать параметры самой модели, тогда и решаются обратные задачи. Примерами таких задач являются обратные задачи нахождения начальных, граничных условий, источников, различных коэффициентов уравнений. 
Основы теории и практики исследования обратных задач предложены в работах А. Н. Тихонова [36], В. Г. Романова [37], М. М. Лаврентьева [38], С.И. Кабанихина [39], А. Хасаноглы [40], А. Кирсча [41] и др.
Также исследования в области обратно-некорректных задач отражены в работах таких казахстанских ученых, как: Б. Рысбайулы [42], К.Т. Искакова [43], Б.Г. Мукановой [44], М.А. Бектемесова [45], Д.Б. Нурсеитова [46] и др.
Как правило, обратные задачи математически классифицируются как некорректные, то есть их решения могут не удовлетворять требованиям существования, единственности и устойчивости при небольших возмущениях во входных данных [32-35]. Несмотря на некорректный характер, решение обратной задачи может быть получено путем ее переформулировки в терминах корректно поставленной задачи, такой как задача минимизации, связанная с каким-либо методом регуляризации. Различные методы, основанные на таком подходе, успешно использовались в прошлом для оценки параметров и функций в линейных и нелинейных обратных задачах.
Целью диссертационной работы является разработка приближенных методов нахождения коэффициентов теплопроводности и диффузии влаги, а также исследование влияния влаги на коэффициент теплопроводности в почве.
Задачи исследования: 
- на основе экспериментальных данных разработать метод расчета коэффициента теплопроводности грунта для уравнения теплопроводности, составить гибкую программу; 
- исследовать влияние влаги на коэффициент теплопроводности грунта; 
- используя уравнение тепломассопереноса разработать метод, алгоритм, и написать программу расчета коэффициента диффузии влаги; 
- провести вычислительные эксперименты: осуществить расчет коэффициента диффузии; 
- используя уравнение тепломассопереноса разработать метод, алгоритм, и написать программу расчета коэффициентов теплопроводности и диффузии влаги; 
- провести вычислительные эксперименты: осуществить расчет коэффициента теплопроводности почвы и коэффициента диффузии влаги;
- провести вычислительный эксперимент с помощью программного пакета Matlab Optimization Toolbox.
Объектом исследования в данной работе является коэффициентная обратная задача теплопроводности и обратная задача тепломассопереноса, описываемая системой дифференциальных уравнений с частными производными, оптимизационные методы решения коэффициентно-обратных задач. 
Методы исследования. В данной работе нами используются численные методы решения обратных задач, конечно-разностные методы, итерационно- оптиматизационные методы.
Научная новизна исследования. Результаты работы и их новизна заключаются в следующем:
- разработан алгоритм и написана программа расчета коэффициента теплопроводности грунта;
- исследовано влияние влаги на коэффициент теплопроводности грунта на основе экспериментальных данных;
-  построена сопряженная разностная нелинейная система; 
- разработан метод расчета коэффициентов теплопроводности и диффузии влаги для уравнения тепломассопереноса;
- разработан алгоритм и программа расчета коэффициентов теплопроводности и диффузии влаги. 
Положения, выносимые на защиту:
- Разработанный метод расчета коэффициента теплопроводности на основе измеренных данных на разных уровнях глубины грунта.
- Разработанный алгоритм и программа расчета коэффициента теплопроводности грунта на основе экспериментальных данных.
- Исследование влияния влаги на коэффициент теплопроводности грунта на основе экспериментальных данных. 
- Построение сопряженной разностной нелинейной системы. 
- Метод расчета коэффициентов теплопроводности и диффузии влаги для уравнения тепломассопереноса.
- Разработанный алгоритм и программа расчета коэффициентов теплопроводности и диффузии влаги. 
	Теоретическая и практическая значимость исследования. Результаты диссертационной работы вносят значительный вклад в построение и развитие оптимизационных алгоритмов, численных методов решения обратных и некорректных задач тепломассопереноса. Практическая значимость работы заключается в возможности применения результатов исследовании в процессе решения задач агрофизики, экологии, строительной физики, почводении, агрономии.
Апробация работы. Результаты диссертационной работы докладывались на:
-  VI Конгрессе Математического общества тюркского мира (TWMS 2017), Астана, Казахстан.
-  Applied Inverse Problems Conference, Grenoble, France, 2019.
- 9th International Congress on Industrial and Applied Mathematics (ICIAM 2019),Valencia, Spain, July 2019.
- 9th International Eurasian Conference on Mathematical Sciences and Applications (IECMSA-2020), Skopje-North Macedonia, August 2020.
- Международной конференции «Марчуковские научные чтения - 2020» (МНЧ-2020), посвященной 95-летию со дня рождения академика Гурия Ивановича Марчука, ИВМ и МГ СО РАН, октябрь 2020, Академгородок, Новосибирск, Россия.
Публикации. По теме диссертации опубликовано 7 научных работ [47 - 53], из них 3 -  в научных изданиях,  входящих в перечень рекомендованных Комитетом по контролю в сфере образования и науки Министерства образования и науки Республики Казахстан [47 - 49], 1 - в международном научном издании, индексируемый в SCOPUS [50], 3 - в Материалах международных конференций [51 - 53].
Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из введения, трех разделов, заключения, списка использованной литературы, приложений. Работа изложена на 87 страницах машинного текста, содержит 18 рисунков и 3 таблицы. Список цитированных источников содержит 86 библиографических ссылок.
Основное содержание диссертации
В первом разделе вычисляется коэффициент температуропроводности. 
Коэффициент температуропроводности грунтов может быть определен путем прямых измерений на образцах, как, например, представлено в работах: [54, 55]. Однако такие измерения специфичны для конкретных образцов и иногда разрушительны. Альтернативным решением для получения свойств является решение задачи нахождения параметров с помощью экспериментальных измерений [56]. Оно заключается в нахождении свойств материала, которые сводят к минимуму разницу между экспериментальными наблюдениями и предсказаниями модели. 
Одним из первых аналитических методов нахождения коэффициента диффузии тепла является амплитудный метод, который предполагает, что коэффициент не зависит от глубины или времени. Кроме того, температура на верхней границе описывается синусоидальной функцией, которая зависит от времени. Модифицированный вариант амплитудного метода был предложен в работах ученых [57]. Более того, был предложен так называемый метод арктангенса [58], учитывающий две гармоники. Аналогично, логарифмический метод был разработан с учетом четырех гармоник, а в другой работе - [59] он был использован для определения температуропроводности. Все эти предложенные методы предполагали постоянный коэффициент диффузии. Таким образом, их можно использовать для однородной  среды, как, например,  показано в работе ученых [60]. Однако, так как почвы по своей природе неоднородны,  то этот факт отражается на их физических свойствах. 
Обратные задачи нахождения коэффициента температуропроводности неоднородной среды основываются на температурах, измеренных в различных местах расположения грунта. Обратные задачи, основанные на реальных экспериментальных данных, в целом сложны, поскольку на их решения влияют как погрешности измерений, так и ошибки модели. Таким образом, большинство работ, посвященных оценке тепловых свойств неоднородного грунта, были основаны на имитационных измерениях [61-62]. В некоторых исследованиях [63, 64] рассматривались решения задач с реальными экспериментальными данными. В [63] для решения обратной задачи был использован метод Левенберга–Марквардта. Хотя результаты этого метода были точными, они ограничены лабораторными экспериментами и должны быть подтверждены для реальных полевых экспериментов. В работе [64] теплопроводность рассматривалась как зависящая от типа почвы и содержания влаги. Предполагалось три слоя почвы: верхний (10 см), средний или переходный (15 см) и глубокий (1,35 м). Авторы определили, что обратный подход, основанный на полевых данных, позволил оценить гидравлические и тепловые свойства. Результаты для глубоких слоев были удовлетворительными. Однако авторы пришли к выводу, что необходимы дальнейшие исследования, чтобы получить уверенность в оцененных значениях параметров верхних слоев. Учитывая приведенные выше исследования и поскольку методы оценки температуропроводности почвы с использованием реальных данных изучены слабо, считаем, что по этому вопросу необходимы дополнительные исследования. 
Целью данного раздела является применение метода сопряженных градиентов для нахождения коэффициента температуропроводности неоднородного грунта с использованием фактических измерений температуры на разных глубинах от поверхности [60]. В этом разделе представлено описание физической модели, метод решения обратной задачи и его алгоритм. Затем демонстрируется практическая идентифицируемость. Далее нами представлены результаты решения обртаной задачи и показано сравнение прогнозов модели с дополнительными данными.
	Во втором разделе рассматриваются методы нахождения влаго- теплофизических параметров тепломассообмена в капиллярно-пористых средах. 
Задачи, связанные с моделированием процессов переноса тепла и влаги в капиллярно-пористых средах уже давно привлекают внимание исследователей, из-за  важности их практических применений, которые все еще весьма актуальны в наши дни, таких как сушка и миграция влаги в почвах и строительных материалах [17, 22, 65]. Для математического моделирования таких явлений A.B.Лыков [17] предложил модель, основанную на системе связанных дифференциальных уравнений в частных производных, которая учитывает влияние температурного градиента на миграцию влаги.
В настоящее время в литературе довольно часто встречаются статьи, посвященные решению обратных задач теплопроводности. Однако нужно отметить, что статьи, посвященные решению обратных задач сопряженного тепломассопереноса встречаются намного реже. Несколько статей, посвященные решениям обратных задач тепломассопереноса, указаны в списке литературах [66-70] .
Целью данного раздела является разработка метода нахождения влаго- теплофизических параметров тепломассопереноса в капиллярно-пористых средах. В этом разделе представлено описание физической модели, метод решения обратной задачи, для численной реализации рассматривается схема Дюфорта-Франкеля, алгоритм решения коэффициентно-обратной задачи. 

	В третьем разделе представлено решение обратной задачи с помощью Matlab Optimization Toolbox. Нами проведены численные расчеты. 
Кроме этого, для прямой и сопряженной задачи тепломассопереноса были получены априорные оценки для решения системы разностных задач. Исходя из этих априорных оценок, представлены доказательства устойчивости и сходимости системы нелинейных разностных задач для прямой и сопряженной задачи тепломассопереноса. Дополнительно в разделе доказывается ограниченность приближенных значений коэффициентов влагодиффузии и термодиффузии почвы.










[bookmark: _Toc132637574]1 РАЗРАБОТКА МЕТОДА НАХОЖДЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА ДИФФУЗИИ ТЕПЛА
Целью данного раздела работы является нахождение коэффициента диффузии тепла неоднородной почвы путем решения обратной задачи. Математическая модель исследуемой задачи описывается уравнением теплопроводности. Метод сопряженного градиента с сопряженной постановкой задачи был применен для решения обратной задачи с измерениями температуры, выполненными на разных глубинах, полученных в эксперименте, описанном в литературе. Результаты показывают, что решение обратной задачи было устойчивым и эффективным. Расчетные значения коэффициента температуропроводности, полученные в данном разделе, соответствовали научным результатам. Надежность математической модели с оцененными значениями коэффициента температуропроводности была проверена с помощью измерений, отличных от тех, которые использовались для обратного анализа.
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Математическая модель исследуемой задачи записывается уравнением теплопроводности. Одномерная нестационарная задача теплопроводности для грунта в области записывается в виде:


,		                                   	(1.1.1)







здесь  функция, характеризующая изменение температуры,  – глубина грунта, – время, – удельная теплоемкость, – плотность, – коэффициент теплопроводности. 



Теплофизические параметры грунта варьируются в зависимости от глубины грунта (рисунок 1). Предполагается, что удельная теплоемкость   и плотность  константами, а коэффициент теплопроводности зависит от глубины грунта.
[image: ]
Рисунок 1 - Иллюстрация физической модели

На поверхности земли ставится следующее граничное условие:


       (1.1.2)


На глубине грунта ставится следующее граничное условие:


       (1.1.3)

Начальное условие:


   (1.1.4)

Задача (1.1.1) - (1.1.4) является прямой задачей и распределение температуры можно вычислить при известных значениях теплофизических параметров и начально-граничных условий.   
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Преобразуем уравнение (1.1.1) - (1.1.4) в безразмерную форму:


,			(1.2.1)

,			(1.2.2)

			(1.2.3)

где безразмерные величины определены как:




   

и безразмерные коэффициенты определены как:
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В этом разделе представлена методика нахождения неизвестного параметра - коэффициента теплопроводности. Для простоты верхний индекс  здесь опущен. Поскольку рассматривается неоднородная среда, функция теплопроводности  параметризуется с использованием общей линейной формы, определяемой как:


				(1.3.1)
где






Целью обратной задачи является нахождениенеизвестных параметров , то есть вектор:





В качестве дополнительной информации берутся измеренные значения температуры грунта на разных глубинах 


Для нахождения неизвестных элементов вектора  минимизируется следующий функционал:


				(1.3.2)






где - измеренные значения температуры на датчиках,  - решение прямой задачи (1.2.1) - (1.2.3), полученное на такой же глубине с заданным значением .   
Для минимизации целевой функции (1.3.2), решаются вспомогательные и сопряжанные задачи.
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Соответствующие решения задачи (1.2.1) - (1.2.3) для  и  обозначим через



 и 

Тогда для функций


,

выводятся равенства:


,  	(1.3.1)

			(1.3.2)

			(1.3.3)
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Чтобы получить сопряженную задачу, используется следующая расширенная целевая функция:


		(1.3.6)





где - множитель Лагранжа. Множитель Лагранжа  появляется при минимизации функции (1.3.2), поскольку температура , появляющаяся в такой функции, должна удовлетворять ограничению, которое является решением прямой задачи.















Выражение для изменения  функции  может быть получено путем возмущения  на  и  на  в уравнении (1.3.6). Отметим, что  является направленной производной  в направлении возмущения  [6,22]. Затем, заменив  на ,  на  и  на  в уравнении (1.3.6), вычитая из результирующего выражения исходное уравнение (1.3.6) и пренебрегая членами второго порядка, получим:



	(1.3.7)




- дельта-функция Дирака.

Используя интегрирование по частям и начально-граничные условия вспомогательной задачи, второй интеграл в правой части уравнения (1.3.7) упрощается. В результате получается следующее выражение:



(1.3.8)

.

Принимая первые три члена под интегралом в правой части уравнения (1.3.8) равными нулю, получаем следующую сопряженную задачу, определяемой множителем Лагранжа:



,	      (1.3.10)

		(1.3.11)





Отметим, что в сопряженной задаче условие  является значение функции  в конечный момент времени . В прямой задаче начальное условие задается в момент времени .
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После того, как члены, содержащие , обращаются в нуль, следующий интегральный член остается в правой части уравнения (1.3.8):








По определению, производная  по направлению вектора  задается скалярным произведением градиента  на единичный вектор в направлении . Отсюда следует,


		(1.3.12)

[bookmark: _Toc132637581]1.3.4 Итерационная формула
Итерационная формула может быть записана в следующей общей форме [77 – 80]:


		(1.3.13)



где  - размер шага, а  - направление спуска. 



Размер шага поиска  выбирается для минимизации функции  на каждой итерации , то есть,


.         	(1.3.14)


Линеаризуя расчетную температуру  с разложением в ряд Тейлора и выполняя вышеуказанную минимизацию, мы находим:


,	                (1.3.15)



где  - решение вспомогательной задачи, заданное уравнениями (1.3.1) - (1.3.3), полученное с .

Направление спуска  метода сопряженного градиента приведено в следующем виде [70–73]:


                (1.3.16)



где  - коэффициент сопряжения, - градиент вектор, заданный уравнением (1.3.12).
Е. Полак [74] предложил следующие выражения для коэффициентов сопряжения, что дает так называемую версию метода сопряженных градиентов Полака-Рибьера:


                (1.3.17)



c при . 
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В этой работе были использованы следующие критерии остановки, предложенные Деннисом и Шнабелем [73]:


                (1.3.18)
и

                (1.3.19)





где  - определенный пользователем допуск, а ∥ · ∥ - евклидова норма. Первый критерий (1.3.18) оценивает изменение неизвестных параметров между двумя итерациями. Второй критерий (1.3.19) оценивает целевую функцию. Допуск  задается с использованием принципа невязки (принципа Морозова) [75 - 76], рассматривая стандартное отклонение  измерений как априори известное. Таким образом, допуск  получается из (1.3.2), предполагая:





отсюда .
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Предположим, что измеренные значения температуры  и начальное предположение вектора заданы. Устанавливая :

Шаг 1: вычисляем  в соответствии с уравнением (1.3.1), а затем решаем прямую задачу (1.2.1) - (1.2.3).
Шаг 2: проверяем критерий остановки, заданный уравнением (1.3.19). Если не удовлетворяет условие, переходим к следующему шагу.
Шаг 3: решаем сопряженную задачу ((1.3.10) - (1.3.11).

Шаг 4: вычисляем вектор градиента из уравнения (1.3.12).



Шаг 5: вычисляем коэффициенты сопряжения , используя  при из уравнения (1.3.17).

Шаг 6: вычисляем направление спуска  из уравнения (1.3.16).

Шаг 7: установив , вычисляем вспомогательную задачу (1.3.1) - (1.3.3).

Шаг 8: вычисляем размер шага поиска  из уравнения (1.3.15).

Шаг 9: вычисляем значение  из уравнения (1.3.13).

Шаг 10: проверяем критерий остановки, заданный уравнением (1.3.18). Если не удовлетворяет условие, то  и переходим к Шаг 1.
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Экспериментальные данные были предоставлены [60] из экспериментов на стоянке (рисунок 2), расположенной на территории института IFSTTAR в Nantes, Франция. Конструкция автостоянки состояла из слоя асфальтобетонного покрытия толщиной  и балластного слоя под ним. Установлены термопары для измерения температуры на разной глубине грунта. Измеренные значения температуры на поверхности  и на глубине  использовались в качестве заданных температур в  граничных условиях прямой задачи. Их значения в зависимости от времени описаны функциями  и  (рисунок 3).
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Рисунок 2 - Вид экспериментальной площадки во время имитации дождя

[image: ]
Рисунок 3 - Температура на границах




 датчиков были установлены на . Начальные условия были получены путем интерполяции значений температур в каждой точке измерения при .






В [60] авторы подчеркивают, что тепловые свойства грунта не измерялись непосредственно в ходе экспериментов. Теплофизические характеристики первого слоя были получены амплитудным методом [77]. Для этого использовали измеренные значения температур на поверхности земли  и на глубине . Полученное значение коэффициента температуропроводности, рассматриваемое в нашей работе как априорная информация, составило . Стоит отметить, что он был определен как постоянный коэффициент диффузии для первых почвы. Были использованы следующие средние значения плотности и удельной теплоемкости  и , взятые из [78].



Эксперименты из [60] проводились в течение 144 часов (с 6 по 12 июня) на стоянке площадью 2500 м2. За весь период измерений 10 июня наблюдался только один естественный дождь, а 8 и 9 июня кратковременные моросящие дожди. С 7 по 11 июня каждый день в разное время после полного высыхания асфальта проводились по две имитации дождя. Они длились от 20 до 40 мин. В остальные дни погода была солнечной с кучевой облачностью. 6 июня было ясное небо. Поскольку в нашей модели фазовый переход влаги не учитывался, процедура оценки проводилась до , непосредственно до начало первого дождя. Надежность модели с полученными параметрами обратной задачи будем оценивать на оставшемся периоде, т. е. для временного интервала  Суммарная неопределенность для каждой измеренной температуры в точке  вычислялась по следующей формуле [79]:


,			(1.4.1)


	где  - неопределенность измерения датчика, а 

 — неопределенность положения датчика, которая определяется по следующей формуле.


			(1.4.2)






где  - неопределенность положения, а получается в местах расположения датчиков используя решения прямой задачи. Величина  зависит от времени. Отметим, что для решения обратной задачи значения неопределенности положения  были получены с использованием . 

[bookmark: _Toc132637586]1.4.2 Схема Дюфорта-Франкела
Разностная схема схемы Дюфорта-Франкела задается следующей формулой:


		(1.4.3)

Сеточный шаблон схемы показан на рисунке 4.
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Рисунок 4 - Сеточный шаблон схемы Дюфорта-Франкеля




Значения функции на втором слое по времени рассчитываются по явной центральной четырехточечной схеме. Значение сеточной функции на временном слое  рассчитывается по ее значениям на предыдущих нижних слоях  и .
Стандартный анализ устойчивости фон Неймана показывает, что схема Дюфорта–Френкеля безусловно устойчива [80-81].
Исследуем теперь порядок аппроксимации схемы. Для этого перепишем схему (1.4.3) в следующем виде:


,

отсюда видно, что схема Дюфорта-Франкеля условно аппроксимирует уравнение теплопроводности





Следовательно, порядок аппроксимации выглядит следующим образом: .

[bookmark: _Hlk130477992]В нелинейном случае численная схема может быть получена следующим образом:


	(1.4.4)


где 

Таким образом, учитывая уравнение (1.4.4), схема Дюфора–Френкела может быть выражена в виде явной схемы:


,	




где    

[bookmark: _Toc132637587]1.4.3 Валидация численного решения


Все численные результаты в данной диссертации были вычислены с помощью Matlab. Одной из возможностей проверки полученных решений является вычисление ошибки между численным решением () и эталонным решением ().

[bookmark: _Hlk130478971]Эталонное решение () вычисляется с помощью пакета Matlab с открытым исходным кодом Chebfun [82]. Используя функции pde, он позволяет вычислить численное решение уравнения в частных производных с помощью адаптивных спектральных методов с использованием полиномов Чебышева.

[bookmark: _Toc132637588]1.4.4 Практическая значимость



Считаем, что важно проанализировать коэффициенты чувствительности, прежде чем начать решить коэффициентно-обратную задачу. Это поможет оценить идентифицируемость неизвестных параметров. Коэффициенты чувствительности , определенные следующим уравнением, являются мерой чувствительности расчетной температуры  по отношению к изменениям параметра 




,	   		                    (1.4.5)








где количество переходных измерений, количество неизвестных параметров,  -я вычисленная температура, -й неизвестный параметр в векторе .
Существуют различные методы вычисления коэффициентов чувствительности. На нашем примере центрально-разностная схема была использована:


,			(1.4.6)




Коэффициенты чувствительности были получены с использованием известных параметров модели (с использованием коэффициента температуропроводности из [60] при заданных  и ) для каждых 11 местоположений датчика. Рисунки 5(а) - 5(d) представляют изменения коэффициентов чувствительности в зависимости от времени в каждом месте расположения датчика.
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Рисунок 5 - Коэффициенты чувстительности в местоположениях датчиков


В датчиках, расположенных дальше от границ чувствительность параметра  выше, а ближе к границам их значения ниже, так как в прямой задачи на границах было поставлено условие Дирихле. При заданной температуре коэффициент теплопроводности меньше влияет вблизи границ. Можно сделать вывод, что измерения более чувствительны к параметрам в середине области.
 
[bookmark: _Toc132637589]1.4.5 Результаты решения обратной задачи


Обратная задача была решена с помощью сопряженной постановкой задачи. Численные решения прямой, вспомогательной и сопряденной задачи были получены с использованием схемы Дюфора–Фрaнкеля. Использованные безразмерные дискретизации пространства и времени составили  и . соответственно. Расчетная температуропроводность была получена по следующей формуле:




Известно, что метод сопряженного градиента чувствителен к первоначальному предположению, используемому в итерационной формуле. Таким образом, для решения коэффициентно-обратной задачи были рассмотрены различные исходные предположения, как показано в таблице 1. 



В первом случае коэффициент температуропроводности, используемый в качестве исходного предположения, является постоянным во всей области. Константа берется вокруг априорной известной температуропроводности, полученной в результате исследований, проведенных в [60]. Предварительные решения обратной задачи, полученные при постоянных начальных предположениях для случаев , привели к линейным изменениям коэффициента температуропроводности, зависящих  от глубины грунта. Таким образом, были проверены новые исходные предположения с линейным уменьшением коэффициента температуропроводности в случаях от . Значения, использованные в этих линейных вариациях, были получены из коэффициента температуропроводности, полученного в случае , что привело к наименьшему значению целевой функции при постоянном начальном предположении.


Для итерационной процедуры решения обратной задачи были использованы два критерия остановки. Как показано на рисунках 6(a) и 6(b), итерационный процесс был остановлен после достижения допуска , заданного первым критерием остановки (1.3.18). Следует отметить, что значение допуска (), заданное вторым критерием остановки (1.3.19), не было достигнуто для всех начальных предположений, как показано на рисунках 6(c) и 6(d). Таким образом, результаты решения обратной задачи не удовлетворяли принципу невязки Морозова, вероятно, потому что стандартные отклонения измерений точно не известны из процедуры калибровки.
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Рисунок 6 - Изменение неизвестных параметров между двумя итерациями: (а) постоянное начальное предположение, (б) изменяющееся в пространстве начальное предположение. Изменение целевой функции с помощью итераций алгоритма: (c) постоянное начальное предположение, (d) изменяющееся в пространстве начальное предположение. Пространственное изменение априорно известной и расчетной коэффициента диффузии тепла при: (e) постоянном начальном предположении, (f) изменяющемся в пространстве начальном предположении

В таблице 1 приведено количество итераций, необходимых для решения обратной задачи. Количество итераций варьируется от 8 до 21 итерации. Таким образом, алгоритм сходится быстро, а вычислительное время для решения обратной задачи составляет около 3 минут.

Таблица 1 - Начальное приближение и количество итераций для решения обратной задачи

	
	Начальное приближение
	N итераций
	Функционал

	

	1.16
	--
	--

	

	1.06
	10
	1524.20

	

	0.95
	15
	1171.77

	

	0.85
	21
	939.29

	

	0.64
	12
	910.21

	

	0.53
	8
	1218.71

	

	

	13
	761.85

	

	

	18
	777.84

	

	

	11
	776.80

	

	

	9
	768.63




Полученное значение коэффициента температуропроводности представлено на рисунках 6(e) и 6(f) для постоянных и линейно убывающих начальных предположений. Результаты, полученные с использованием обоих первоначальных предположений, согласуются и демонстрируют значение искомого коэффициента выше для первых 15 см, а затем уменьшающиеся значения для более  нижних слоев грунта. Как показано на рисунках 6(c) и 6(d), наименьшее значение целевой функции соответствует первоначальному предположению  (см. таблицу 1).

 Таким образом, значения коэффициента температуропроводности, полученные с помощью первоначального предположения  были использованы для результатов, представленных ниже.





Коэффициент температуропроводности мы оценивали по глубине грунта, полученной при различном количестве слоев , при толщине слоя см. соответственно. На рисунке 7(а) показано количество итераций, необходимых для остановки итеративного процесса: 13 итераций были необходимы для  и , тогда как для  потребовалось 16 итераций.






 Из рисунка 7(b) можно заметить, что пространственное распределение  существенно не меняется в зависимости от . Также можно заметить, что рассчитанный здесь коэффициент температуропроводности отличается от значений из обозначенных на рисунке 7(b)  как априорные. Однако коэффициент температуропроводности, полученный решением обратной задачи, находится в пределах значений, приведенных в литературе. Для слоя асфальта () коэффициент диффузии, указанный в [83, 84], находится в пределах . Что касается почвы (), то значения коэффициента температуропроводности находились в диапазоне от [78, 85].
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Рисунок 7 - (a) Изменение неизвестных параметров между двумя итерациями. (b) Пространственное изменение априорно известных и полученных от обратной задачи коэффициентов диффузии тепла в зависимости от количества слоев N



После решения обратной задачи, прямая задача была решена с расчетными значениями коэффициента температуропроводности, а также с априорно известным параметром. Соответствующие температуры, рассчитанные в шести положениях измерения, и соответствующие измерения сравниваются на рисунках 8(a) - 8 (f). Эти графики показывают, что температуры, вычисленные с использованием коэффициентов температуропроводности после решения обратной задачи, согласуются с результатами измерений по меньшей мере так же хорошо, как и с температурами, вычисленными с использованием априори известного параметра. Однако с решением обратной задачи соответствие между температурами, рассчитанными с использованием расчетных коэффициентов температуропроводности, и измерениями значительно улучшилось для положений . Аналогичные выводы вытекают из анализа рисунков 9(a) - 9(f), на которых представлены остаточные значения температуры в тех же местах измерения, что и на рисунках 8(a) - 8(f). Остаточные значения определяются разницей между измерениями и температурами, рассчитанными с использованием расчетных коэффициентов температуропроводности. Обращает на себя внимание то обстоятельство, что все остатки будут находиться в пределах стандартных отклонений измерений (серая область на рисунках), если будет проверен принцип расхождения, что обычно имеет место при . Для других датчиков возникают некоторые локальные расхождения, вероятно, из-за других неопределенностей, не учтенных в математической модели и при решении обратной задачи. Однако остатки по-прежнему сосредоточены вокруг нoля и довольно малы, то есть менее 1°C.
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Рисунок 8 - Оцененные, априорные и измеренные значения температуры в нескольких местах расположения датчиков
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Рисунок 9 - Разница между расчетными и измеренными значениями температуры в местах расположения датчиков
[bookmark: _Toc132637590]1.4.6 Сравнение прогнозов модели с дополнительными данными



Цель этого раздела - рассмотреть надежность математической модели с оцененными параметрами путем использования измерений, которые не были учтены при решении обратной задачи. Как упоминалось выше, обратная задача была решена с помощью измерений в течение , непосредственно перед началом первого дождя. Теперь надежность проверяется также путем сравнения измеренных и расчетных температур за , как показано на рисунке 10. События, связанные с дождем, отмечены зелеными точками на рисунке 10. Анализ этих цифр показывает, что предлагаемая модель также может точно предсказать результаты измерений в точках, расположенных ближе к верхней поверхности, где имели место наибольшие колебания температуры. Заметим, что постоянный коэффициент температуропроводности, предложенный авторами [60], обеспечивает приемлемые результаты для слоев толщиной до . Соответствие между расчетными температурами и результатами измерений ухудшается для датчиков, удаленных от верхней поверхности почвы. Однако даже в этих глубоких положениях температуры, оцененные с помощью параметров после решения обратной задачи, гораздо лучше согласуются с измерениями, чем температуры,оцененные с использованием априори известной температуропроводности. Таким образом, с параметрами, оцененными в этой работе, предлагаемая модель, описываемая уравнением теплопроводности может надлежащим образом предсказывать поведение почвы ближе к земле даже при наличии отдельных дождевых явлений. Однако, температуры на расстоянии глубже от поверхности земли, полученные от оцененных параметров, больше отличаются от измерений. Отсюда следует, что нужно расширить модель с включением влаги.
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Рисунок 10 - Оценка надежности модели путем сравнения прогнозируемой и измеренной температуры за интервал времени 

[bookmark: _Toc132637591]Выводы по 1 разделу 
В этом разделе обратная задача теплопроводности была решена для вычисления коэффициента температуропроводности неоднородного грунта. Для решения обратной задачи нами был применен метод сопряженных градиентов. Для обратного анализа использовались реальные экспериментальные  данные. Результаты, полученные в этом разделе, показали, что применяемый метод быстро сходится, всего после нескольких итераций. Полученные значения коэффициента температуропроводности соответствовали значениям, приведенным в литературе. Надежность модели также была проверена с помощью измерений, отличных от тех, которые использовались для решения обратной задачи. В целом наблюдалась хорошая надежность с небольшими расхождениями между расчетными и измеренным значениями температур. Температуры на расстоянии глубже от поверхности земли, полученные от оцененных параметров, больше отличаются от измерений. Отсюда следует, что нужно расширить модель с включением влаги.



























[bookmark: _Toc132637592]2 РАЗРАБОТКА МЕТОДОВ НАХОЖДЕНИЯ ВЛАГО И ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА В КАПИЛЛЯРНО-ПОРИСТЫХ СРЕДАХ
В данном разделе изучается коэффициентная обратная задача тепломассопереноса. Процесс переноса влаги и тепла в почве (в строительных конструкциях) описывается системой дифференциальных уравнений с частными производными. Используя прямую начально-краевую задачу и дополнительные условия на доступной границе области составляется сопряженная система дифференциальныx уравнений в частных производных. Из условия минимизации специально построенного функционала и решения прямой и сопряженной задачи выводятся итерационные формулы расчета влаго и термофизических параметров почвы. Для решения обратной задачи используется схема Дюфорта-Франкеля. Разработан алгоритм решения коэффициентно-обратной задачи и составлена программа в программном пакете Матлаб. 
Математическая модель переноса теплоты и массы в твердом теле описывается системой уравнений в частных производных вида [17]:


				(2.1)

					(2.2)

						(2.3)

Граничные условия на поверхности тела записываются в следующей форме:


				(2.4)

			(2.5)

							(2.6)

Считается, что эффекты бародиффузии на практике совершенно малозначительным, в связи с этим в инженерных расчетах им во многих случаях пренебрегают. Тогда система (2.1) – (2.6) упрощается, так как из нее выпадает уравнение (2.3), условие (2.6), и третье слагаемое в выражении (2.5) обращается в ноль.
При данных условиях, когда влияние эффектов термодиффузии и внутренних фазовых превращений ничтожно мало и основной перенос массы производится с помощью массопроводности, в уравнениях (2.1) и (2.2) исчезают последние слагаемые в правой части. Система уравнений взаимосвязанного тепломассопереноса распадаются на две самостоятельные задачи: задачи переноса теплоты и массы, которые описываются параболическими уравнениями теплопроводности.





Первый член выражения (2.4)  представляет собой количество тепла, поступившего с поверхности внутрь тела теплопроводностью; второй член  соответствует количеству тепла, подведенному к поверхности тела; третий член   представляет собой количество тепла,  затраченного на испарение жидкости. Если испарение происходит только внутри тела  то третий член обращается в ноль, в физическом понимании к поверхности тела подводится только пар.  При значении , к поверхности тела подводиться только жидкость, a испарение происходит только на поверхности тела. 




Выражение (2.5) представляет собой уравнение баланса массы вещества. Физическая модель поставленной задачи показывает, что функция  является потоком массы влаги, отводимой с поверхности тела в окружающую среду, а к поверхности тела влага подводится с помощью ,  и , называемаемыми градиентами потенциала массапереноса, теплопереноса и  общего давления, соответственно. Уравнение (2.6) показывает равенство  давления парогазовой смеси у поверхности тела и барометрического давления окружающей среды.


Если  поток тепла  и  поток влаги  заданы, то граничные условия (2.4) и (2.5) имеют вид граничное условие второго рода. 


Если поток тепла  и поток влаги  заданы с учетом законов взаимодействия тела с влажным воздухом в виде:


 - закон Ньютона,				          (2.7)

 - закон Дальтона,					(2.8)



и выражения (2.7) и (2.8) подставим в условия (2.4) и (2.5), то получатся граничные условия третьего рода. Если значения коэффициентов теплообмена  и массообмена  большие, то из граничных условий третьего рода получаются граничные условия первого рода.
Граничные условия четвертого рода представляются идеальным тепловым и массовым контактом соприкасающихся поверхностей:



,  ,    					(2.9)


,     .		(2.10)



Равенство (2.9) представляет собой равенство температуры и влаги на границе стыка  и  слоя, а выражение (2.10) представляет равенство потоков тепла и влаги.
[bookmark: _Toc132637593]2.1 Разработка метода нахождения коэффициента диффузии 
[bookmark: _Toc132637594]2.1.1 Постановка задачи


Математическая модель взаимосвязанного одномерного нестационарного тепломассопереноса записывается в пространственной области  и во временной области  в виде:


,			(2.1.1)

. 			(2.1.2)











Здесь  и  функции, характеризующие изменение температуры и влаги,  – глубина почвы, – время,  - коэффициент удельной теплоемкости,  - коэффициент удельной теплоемкости,  - коэффициент теплопроводности,  - коэффициент диффузии,  - коэффициент термодиффузии,  - критерий испарения, и


,



где  - теплота фазового перехода,  - коэффициент удельной изотермической массоемкости.
Граничные условия третьего рода для возможной реальной ситуации на поверхности земли:


       (2.1.3)


                                              (2.1.4)





где  - коэффициент конвективного влагообмена,  - коэффициент теплоотдачи, - температура воздуха, - влажность воздуха.

На нижней границе области  ставятся условия:


(2.1.5)


Начальные условия:


              (2.1.6)

Дополнительно, задаются измеренные значения температуры и влаги на поверхности земли


                       (2.1.7)



Требуется найти распределение температуры и влаги, и коэффициент диффузии . Решение обратной задачи ищется в области 

[bookmark: _Toc132637595]2.1.2 Система уравнений в безразмерной форме
Преобразуем уравнение (2.1.1):


,

или


,	
			






где , .

Преобразуем уравнение (2.1.2):


,

или


,		
	


где , .


Приведем граничные условия при  к безразмерной форме. Для этого сначала преобразуем уравнение (2.1.3):




или


,		
 


где , .

Преобразуем уравнение (2.1.4):




или


			  


где .
После перевода в безразмерную форму граничные условия (2.1.5) на нижней границе получим:


					

Начальные условия при t = 0 в безразмерной форме (2.1.6):


						







В дальнейшем для упрощения запис ,и  снова обозначим через ,и.
После операции перевода к безразмерной форме первоначальная система дифференциальных уравнений (2.1.1) – (2.1.6) записываются в виде:


[bookmark: _Toc55036133]	,                                     (2.2.1)

[bookmark: _Hlk97556521]	,                                              (2.2.2)

,	                    (2.2.3)

			   (2.2.4)

		     	   	  (2.2.5)

					  (2.2.6)

[bookmark: _Toc132637596]2.1.3 Построение сопряженной задачи
Измеренные значения температуры и влаги в безразмерном виде записываются следующим образом:



,						(2.2.7)


Используя систему (2.2.1) - (2.2.7) требуется определить





В дальнейшем  и  снова обозначим через  и .



Поставленная задача решается итерационным методом. Сначала задается начальное приближение  при  а следующие приближения определяются из монотонности следующего функционала


.		



Соответствующие решения задачи (2.2.1) - (2.2.6) для  и  обозначим через









Тогда для функций



,

выводятся равенства:


,			(2.3.1)



,		(2.3.2)

,			(2.3.3)



, 	(2.3.4)

,			(2.3.5)

.				(2.3.6)





Умножим (2.3.1) на произвольную функцию Лагранжа  и проинтегрируем по всей области  После однократного интегрирования по частям по переменным и , получим




			(2.3.7)



Предположим, что , . Учитывая начально-граничные условия и еще раз интегрируя по частям по переменной x вторую слагаемую правой части равенства из (2.3.7) выводим, что  




.				(2.3.8)










Теперь, умножаем (2.3.2) на произвольную функцию  и интегрируем по  от  до , а по  от  до . После применения формулы интегрирования по частям по  и  получим следующее выражение:




.			(2.3.9)




Предположим, что , . Учитывая начально-граничные условия и еще раз интегрируя по частям по переменной  вторую и пятую слагаемую правой части равенства из (2.3.9), получим:  




.	(2.3.10)

Суммируя уравнения (2.3.8) и (2.3.10), и группируя подобные слагаемые, выводим 










После соответствующего подбора функций  и ,  и граничных условий, составлена сопряженная задача заданной прямой задачи (2.3.11) - (2.3.16):


				(2.3.11)

				(2. 3.12)


,		(2. 3.13)

	,	(2. 3.14)



		,				(2. 3.15)


		.				(2. 3.16)

[bookmark: _Toc55036134][bookmark: _Toc132637597]2.1.4 Итерационная формула коэффициента диффузии влаги
После составления сопряженной задачи, из остатка интегрального равенства получаем равенство




			(2.4.1)

Из формулы функционала для соседних значений итераций выводим, что


+

.
Учитывая (2.4.1), выводится равенство






Первые три слагаемые на правой части знака равенство имеют второй порядок малости. Следовательно, знак левой части равенства определяется знаком четвертой слогаемой, стоящее на правой части знака равенства. Для монотонного уменьшения функционала от итераций к итераций, выводится следующая итерационная формула коэффициента диффузии влаги:


,


[bookmark: _Toc23358206]где параметр спуска .

[bookmark: _Toc55036135][bookmark: _Toc132637598]	2.1.5 Разностные схемы
Схема Дюфорта-Франкеля для прямой задачи





Пространственный отрезок  разбиваем на N равных частей с шагом ; а временной отрезок  разбиваем на m равных частей с шагом . В этом случае область  переходит в сетку:


.






Сеточный аналог функции обозначим через  и обозначим через . В сетке  рассмотрим задачу:


,				(2.5.1)


,		(2.5.2)


,			(2.5.3)


,		(2.5.4)


,			           (2.5.5)


.									  (2.5.6)

Для получения данных для внутренних точек с уравнения (2.5.2) получаем следующую схему:


,	
	
или


 ,				(2.5.7)





где  .

Подставляя (2.5.7) в (2.5.1) получаем:


,							(2.5.8)	






где  .

Из граничного условия (2.5.4) получаем:


	.		(2.5.9)

Подставляя (2.5.9) в (2.5.3) получаем:




,		                              		(2.5.10)


где .

Из граничных условий (2.5.5) получаем:


,						(2.5.11)

Начальные условия:


.									(2.5.12)

Схема Дюфорта-Франкеля для сопряженной задачи





Сеточный аналог функции обозначим через  и обозначим через . В сетке  рассмотрим сопряженную задачу (2.3.11) - (2.3.16):


		(2.5.13)


			(2.5.14)


		(2.5.15)


		(2.5.16)


				  (2.5.17)


									  (2.5.18)

Для получения данных для внутренних точек с (2.5.13) получаем следующую схему:



 ,				     (2.5.19)	




где  .

Подставляя (2.5.19) в (2.5.14) получаем:



,	   			    (2.5.20)




где    



       .

Из граничного условия (2.5.15) получаем:


.		(2.5.21)

Подставляя (2.5.21) в (2.5.16) получаем:






.			(2.5.22)

Из граничных условий (2.5.17) получаем:


,					(2.5.23)

Начальные условия:


.								(2.5.24)

А в итерационной формуле для частных производных будем использовать правую разностную схему и получим:


.

[bookmark: _Toc132637599]2.1.6 Численные расчеты
С помощью программного пакета Matlab было получено численное решение задачи. Численные расчеты проведены для однородной среды. Для проверки точности метода взяли следующие (таблица 2) влаго и теплофизические характеристики почвы из [86].

Таблица 2 – Влаго и теплофизические характеристики почвы

	Теплофизические характеристики
	Значения

	Коэффициент теплопроводности

	


	Коэффициент влагопроводности

	


	Теплоемкость
	


	Влагоемкость
	


	Плотность

	


	Отношение коэффициента диффузии пара к коэффициенту общей диффузии влаги

	



	Теплота фазового перехода
	


	Коэффициент теплового градиента
	


	Коэффициент конвективной теплоотдачи

	


	Коэффициент конвективного массопереноса
	


	Толщина
	


	Начальная температура
	


	Температура воздуха
	


	Начальная влага
	


	Влага воздуха
	





На Рисунках 11 и 12 изображены численные результаты полученные при .



Рисунок 11 – Коэффициент диффузии с начальным приближением отклоненным снизу на 20% 



Рисунок 12 - Коэффициент диффузии с начальным приближением отклоненным сверху на 35% 


Проведенные расчеты подтверждают сходимость итерационных процессов к точному значению коэффициента диффузии влаги. При нахождении коэффициента диффузии влаги с помощью схемы Дюфорта-Франкеля схема показала устойчивость для  при  .

На Рисунках 13 и 14 изображены численные результаты полученные при 



Рисунок 13 - Коэффициент диффузии с начальным приближением отклоненным снизу на 20%




Рисунок 14 – Коэффициент диффузии с начальным приближением отклоненным сверху на 35% 

[bookmark: _Toc132637600]2.2 Разработка метода нахождения коэффициентов диффузии и теплопроводности почвенной влаги
[bookmark: _Toc132637601]2.2.1 Постановка задачи  



В данной части диссертации рассматривается система частных дифференциальных уравнений массотеплопереноса с начально-граничными условиями (2.1.1) – (2.1.6) и дополнительно заданными измеренными значениями температуры и влаги (2.1.7). Требуется найтикоэффициент диффузии и коэффициент теплопроводности почвенной влаги. Задача рассматривается в области .
Исходную систему дифференциальных уравнений (2.1.1) – (2.1.6) приводим к безразмерной форме системе координат:


                                     (2.2.1)


                                  (2.2.2)


		  (2.2.3)


			   (2.2.4)


			        (2.2.5)


	               		  (2.2.6)








где ,,,   




         ,, ,.

[bookmark: _Toc132637602]2.2.2 Разработка метода нахождения коэффициентов диффузии и теплопроводности 
Измеренные значения температуры и влаги в безразмерном виде записываются следующим образом:



,						(2.2.7)
		

Используя систему (2.2.1) - (2.2.7) требуется определить 





В дальнейшем  и  снова обозначим через  и .




Обратная задача решается итерационным методом. Сначала задаются начальные приближения 	и  при  а следующие приближения определяются из монотонности функционала


.		             (2.2.8)	


Соответствующие решения задачи (7) - (12) для  и  обозначим через



 



 

Тогда для функций



 ,

выводятся равенства:


,	(2.2.9)


			(2.2.10)

,				


,	(2.2.11)


			(2.2.12)

, 		


,				 		(2.2.13)


.					  		(2.2.14)





Умножим (2.2.9) на произвольную функцию Лагранжа  и проинтегрируем уравнение по всей области  После однократного интегрирования по частям полученное выражение по переменным  и , получим следующее равенство




		(2.2.15)

Здесь введены обозначения:










Положим, что , . Учитывая начально-граничные условия (2.2.14), (2.2.11) и (2.2.13) и еще раз интегрируя по частям по переменной x вторую слагаемую правой части равенства из (2.2.15) получим, что  




.				(2.2.16)







После этого, умножаем (2.2.10) на произвольную функцию Лагранжа  и интегрируем по  от 0 до 1, а по  от 0 до . После однократного применения формулы по частям по  и  выводится равенство




.					(2.2.17)



Предположим, что , . Учитывая начально-граничные условия (2.2.6), (2.2.5), (2.2.4) и (2.2.14) и еще раз интегрируя по частям по переменной х вторую и пятую слагаемую правой части равенства из (2.2.17) выводим, что  




.	 (2.2.18)

Суммируя (2.2.16) и (2.2.18), и группируя подобные слагаемые, получим следующее выражение: 








. 			(2.2.19)



Функций  и выбираются таким образом, чтобы имело место равенства


,						(2.2.20)

						(2.2.21)



И для функций   и  ставятся следующие граничные условия:


,					(2.2.22)

.					(2.2.24)



		,        				         (2.2.25)

Кроме этого, ставятся следующие конечные условия:



		.							(2.2.26)

Система (2.2.20) - (2.2.26) является сопряженной задачой системы (2.2.1) - (2.2.6).

[bookmark: _Toc132637603]2.2.2 Итерационная формула расчета коэффициентов
После составления сопряженной задачи, из равенства (2.2.19) вытекает интегральное равенство


 


. 								(2.2.27)

Из формулы (2.2.8) получая разницу текущих и предыдущих значении функционалов, выводим




.
Учитывая (2.2.27), выводится равенство






.

Первые пять слагаемых на правой части знака равенства имеют второй порядок малости. Следовательно, знак левой части равенства определяется знаком последних трех слагаемых стоящих на правой части знака равенства. Для монотонного уменьшения значения функционала от итераций к итераций, получаем следующие итерационные формулы:


,

.


где параметр спуска 

[bookmark: _Toc132637604]2.2.3 Разностные схемы




	Отрезок (0,1) разбивается на N равных частей с шагом ; а отрезок  разбивается на mравных частей с шагом  . В этом случае область  переходит в сетку:


.






Сеточный аналог функции обозначим через , аобозначим через . В сетке  строится следющая схема Дюфорта-Франкеля для заданной прямой разностной задачи (2.2.1) - (2.2.6):



,


,


,


,


	,


.






Приближенные значения функции  и  обозначим через  и, соответственно. В дискретной области  для системы сопряженной задачи (2.2.20) - (2.2.26) используем следующую схему Дюфорта-Франкеля:








			






	


			



Итерационные формулы для коэффициентов диффузии и теплопроводности записываются в виде:



.

[bookmark: _Toc132637605]2.2.5 Численные результаты
Вычислительный эксперимент был проведен с помощью программного пакете MATLAB. Для проверки достоверности метода были использованы экспериментально определенные теплофизические характеристики почвы из работы [86], представленные в таблице 2.

На рисунках 15 и 16 показаны численные результаты, полученные с шагом с начальными приближениями итерационного метода расчета коэффициентов диффузии и теплопроводности отклоненными от точного значения на 20%.


Рисунок 15 – Коэффициент диффузии с начальным приближением, отклоненным снизу на 20% 


Рисунок 16 - Коэффициент теплопроводности с начальным приближением, отклоненным снизу на 20%


Рисунки 17 и 18 показывают результаты вычисления коэффициентов диффузии и теплопроводности с начальными приближениями отклоненными от точного значения на 35% при .



Рисунок 17 - Коэффициент диффузии с начальным приближением, отклоненным сверху на 35%



Рисунок 18 - Коэффициент теплопроводности с начальным приближением, отклоненным сверху на 35%

[bookmark: _Toc132637606]Выводы по разделу 2
В этом разделе обратная задача тепломассопереноса была решена для нахождения влаго и теплофизических параметров пористой среды. Математическая модель была описана совместными уравнениями переноса влаги и тепла. Рассматриваемая система уравнений была переведена в безразмерную форму. В первой половине раздела, был разработан приближенный метод расчета коэффициента диффузии почвенной влаги. А во второй половине, был разработан приближенный метод расчета коэффициента теплопроводности и коэффициента диффизии влаги. Составлена программа и проведены численные расчеты. Результаты показали быструю сходимость разработанного метода.




























[bookmark: _Toc132637607]3 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ С ПОМОЩЬЮ MATLAB OPTIMIZATION TOOLBOX И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОГРАНИЧЕННОСТИ ПАРАМЕТРОВ
В данном разделе обратная задача решается с помощью Matlab Optimization Toolbox и доказывается ограниченность параметров. В первой половине раздела, для нахождения влаго и теплофизических параметров пористой среды используются функции fmincon и lsqnonlin программного пакета Matlab Optimization Toolbox. Для уменьшения количество итераций при поиске искомых параметров используется Якобиан. Приведены результаты численных вычислений с и без использования Якобиана. Во второй половине, рассматривается априорная оценка для решения систем разностных уравнений переноса тепла и влаги в пористой среде для прямых и сопряженных задач. На основе этих априорных оценок доказываются их сходимость и устойчивость. Кроме этого, нами доказывается ограниченность приближенных значений коэффициентов влагодиффузии и термодиффузии пористой среды. 
[bookmark: _Toc132637608]3.1 Постановка задачи





Рассматривается система дифференциальных уравнений массотеплопереноса с начально-граничными условиями (2.1.1) – (2.1.6) и дополнительно заданными измеренными данными (2.1.7). Требуется найти коэффициент диффузии и  коэффициент теплопроводности почвенной влаги. Задача рассматривается в области . Кроме этого, требуется доказать ограниченность полученных коэффициентов диффузии  и термодиффузии . 
Переведя уравнения (2.1.1) – (2.1.6) в безразмерную форму, получим:


                                                 (3.1.1)


                                             (3.1.2)


				  (3.1.3)


			   (3.1.4)


					  (3.1.5)


					  (3.1.6)












где ,

[bookmark: _Toc132637609]3.1.1 Получение коэффициентов термодиффузии и диффузии почвенной влаги с помощью Matlab Optimization Toolbox
Для численного решения прямой задачи (3.1.1) – (3.1.6) c помощью Matlab Optimization Toolbox, составляется схема Дюфорта-Франкеля.








	Отрезок разбивается на  равных частей с шагом ; а отрезок  разбиваем на  равных частей с шагом  . В этом случае область  переходит в сетку:.





Сеточный аналог функции обозначим через  и обозначим через . В сетке составляется разностная схема:


,			(3.1.7)


,	(3.1.8)


,			(3.1.9)


,		(3.1.10)


,				  (3.1.11)


.						  (3.1.12)

Из (3.1.8) получится соотношение:


 ,				(3.1.13)





где  .

Подставляя (3.1.13) в (3.1.8) выводится:
	

,					(3.1.14)







где  .

Преобразуя граничные условия (3.1.9) и (3.1.10), выводится:


		(3.1.15)


.					(3.1.16)








Для ускорения сходимости итерационного процесса системы (3.1.7) - (3.1.12) Matlab Optimization Toolbox  требует частные производные искомой величины  и по параметрам  и .  Для этого предполагается непрерывность зависимости решения системы (3.1.7) - (3.1.12) от параметров  и .  Следовательно, уравнения (3.1.13) и (3.1.14) продифференцируем по параметру:




,	







где	



	

	


, .


Вычислим частные производные начально-граничных условий по :







,






Аналогичным образом вычисляются частные производные системы по (3.1.7) - (3.1.12) по параметру.

Частная производная по  равенства (3.1.13):







где	 



	.


Частная производная по  равенства (3.1.14):







где 	

	


Частная производная по  равенства (3.1.15):









Частная производная по  равенства (3.1.16):


.


Частная производная по  равенства (3.1.11):





Частная производная по  равенства (3.1.12):




[bookmark: _Toc132637610]3.1.2 Численные результаты
Вычислительный эксперимент проводился с помощью программного пакета Matlab. Для проверки работоспособности метода, экспериментально полученные теплофизические характеристики грунта были взяты из [86].





В начальный момент времени , распределение температуры и влагии . Значения температуры воздуха и влаги воздуха  и . Эксперимент был проведен для грунта с глубиной 1 м, в течении 24 часов. 


Численное решение было проведено с помощью схемы Дюфорта-Франкеля си.
В таблице 3 приведен сравнительный анализ результатов численных вычислений полученных с помощью двух функции программного пакета Matlab Optimization Toolbox: lsqnonlin и fmincon.



Таблица 3 - Сравнительный анализ для точного значенияи

	
	Функция: lsqnonlin
	Функция: fmincon

	
	без Якобиан
	с Якобиан
	без Якобиан
	с Якобиан

	Ошибка вычисления
	10-3
	10-3
	10-6
	10-7

	Количество итерации
	147
	49
	155
	29



Эксперимент показывает, что функция fmincon дает более точное значение чем lsqnonlin. Кроме этого, результаты, полученные с помощью Якобиана  улучшают процесс вычисления, уменьшая количество итераций.
[bookmark: _Toc132637611]3.2 Доказательство ограниченности параметров
Для доказательства ограниченности параметров переходим в безразмерную форму. 





Температура и влага в безразмерной форме имеют вид:  После перехода в безразмерную форму, и заменяются на и соответсвенно.


После этого, область   разбиваем на сетку




В сеточной области строится следующая разностная задача для (3.1.7) – (3.1.8):


,		(3.2.1)


,				(3.2.2)



где, 

[bookmark: _Toc23358220]Начально-граничные условия (3.1.9) – (3.1.12) заменяются следующими разностными условиями:


						(3.2.3)


				(3.2.4)


					(3.2.5)


				(3.2.6)

[bookmark: _Toc23358221][bookmark: _Toc55036137][bookmark: _Toc132637612]3.2.1 Априорные оценки для решения прямой разностной задачи


а) Умножим (3.2.1) на и просуммируем по всем внутренним узлам сетки . Применяя формулы суммирования по частям и учитывая граничные условия (3.2.3), (3.2.5) и начальное условие (3.2.6), выводим следующее выражение:







.



Применяем-неравенство Коши. После соответствующего подбора параметраполучится следующее выражение:




,			(3.2.7)


где .




б) Умножим (3.2.2) на и просуммируем по всем внутренним узлам сетки  Применяем формулу суммирования по частям по переменной  Учитываем граничные условия (3.2.4), (3.2.5) и начальное условие (3.2.6). После всех этих преобразований получим неравенство: 





.

Применяем неравенство Коши — Буняковского. Тогда:




			(3.2.8)

Складываем (3.2.7) и (3.2.8). После группировки подобных величин имеем неравенство










Из физических значений параметров пористой среды следуют неравенство:



 


 

В итоге получается оценка:




 					(3.2.9)

[bookmark: _Toc23358222][bookmark: _Toc55036138][bookmark: _Toc132637613]3.2.2 Устойчивость прямой разностной задачи 


В процессе измерения значений физических величин  и  происходить определенная погрешность (возмущение). Возмущенная задача записывается в виде:


,	

,			











Тогда для разности составляется задача


,

,











[bookmark: _Toc23358223]где .

[bookmark: _Toc23358224]Повторяя все выкладки получения, оценим (5.1.9) и выводим, что







 		(3.2.10)
[bookmark: _Toc23358225]
Оценка (3.2.10) указывает на устойчивость схемы (3.2.1) – (3.2.2).
[bookmark: _Toc23358229]
Используя результаты работ [48, 49], аналогично, для прямой задачи (3.1.7) – (3.1.12) была получена следующая сопряженная задача с конечно-граничными условиями:


                                       (3.2.11)

                                       (3.2.12)

                             (3.2.13)

                                      (3.2.14)


                                                          (3.2.15)


                                                               (3.2.16)

[bookmark: _Toc23358230][bookmark: _Toc55036139][bookmark: _Toc132637614] 3.2.3 Априорная оценка для решения сопряженной задачи


 Для этого рассматривается область , где .




Умножим (3.2.11) скалярно на  в области . После однократного интегрирование по частям по переменным  и  получаем, что:


 

[bookmark: _Toc23358231]Учитывая граничные условия (3.13), получаем




			(3.2.17)


[bookmark: _Toc23358232]Применяя -неравенство Коши выводим соотношение











Умножая уравнение (3.2.12) скалярно на  в области  и применяя формулу интегрирования по частям по переменным  и , получим 










Отсюда следует неравенство





 		(3.2.18)



где 

Суммируем (3.2.17) и (3.2.18). После подбора параметров и  получаем неравенство








[bookmark: _Toc23358233]Учитывая априорные оценки прямой задачи, выводим оценку






		 	(3.2.19)


В сеточной области  построим следующую разностную задачу


			(3.2.20)

		(3.2.21)

		(3.2.22)

			(3.2.23)





  	               	(3.2.24)

Повторяя все последовательные выкладки из сопряженной разностный задачи (3.2.11) – (3.2.16) выводим разностный аналог оценки (3.2.19):






		 	(3.2.25)


[bookmark: _Toc23358235]где 

[bookmark: _Toc23358236][bookmark: _Toc55036140][bookmark: _Toc132637615] 3.2.4 Ограниченность параметров
После составления сопряженной задачи имеем равенство





		         (3.2.26)

Рассматриваем функционал




Вариация этого функционала






Используем (3.2.26), тогда






Отсюда следуют расчетные 








Суммируем по  от 0 до произвольного.Тогда






Из последнего равенство следует неравенство 






Обращаемся к неравенствам (3.2.12) и (3.2.25), и предполагаем, что



  


где Тогда 








Подбирая и выводим неравенство





[bookmark: _Toc132637616]Выводы по 3 разделу 
В этом разделе коэффициентно-обратная задача была решена с помощью Matlab Optimization Toolbox. Для уменьшения количество итераций был получен и использован Якобиан. Получен сравнительный анализ. Также для прямой и сопряженной задачи получены априорные оценки для решения системы разностных задач переноса тепла и влаги в пористой среде. На основе этих априорных оценок были доказаны их устойчивость и сходимость. Также доказана ограниченность приближенных значений коэффициентов влагодиффузии и термодиффузии пористых материалов. 








[bookmark: _Toc132637617]ЗАКЛЮЧЕНИЕ
	Диссертационная работа посвящена численному решению прямых и обратных задач теплопроводности с реальными экспериментальными данными. В работе изучаются обратные задачи для системы дифференциальных уравнений с частными производными, которые описывают передвижение влаги и тепла в почве. Рассматривается обратная задача и выводятся расчетные формулы для влаго- и теплохарактеристик пористой среды. Получены априорные оценки для решения системы разностных задач переноса тепла и влаги в почве. На основе этих априорных оценок доказываются устойчивость и сходимость системы нелинейных разностных задач. Отдельно доказывается ограниченность приближенных значений коэффициентов диффузии и термодиффузии.
	В диссертационной работе нами получены следующие результаты:
- на основе экспериментальных данных разработан метод расчета коэффициента теплопроводности грунта, основанный на уравнении теплопроводности 
- разработан алгоритм и составлена гибкая программа 
- исследовано влияние влаги на коэффициент теплопроводности грунта 
- используя уравнение тепломассопереноса разработан метод расчета коэффициента диффузии влаги 
- разработан алгоритм и написана программа 
- на основе модели переноса тепла и влаги и измеренного значения влаги и тепла разработана приближенный итерационный метод, предназначенный для расчета коэффициентов теплопроводности и диффузии влаги
- разработан метод, алгоритм и написана программа 
- проведены вычислительные эксперименты
- проведены вычислительные эксперименты с помощью программных пакет Matlab Optimization Toolbox
- получены априорные оценки для решения прямой и сопряженной разностной задачи
- доказаны сходимость и устойчивость разностных схем
- доказаны ограниченность приближенных значений коэффициентов диффузии и термодиффузии пористой среды.
В ходе выполнения диссертационной работы опубликованы 7 публикаций, в том числе из них 3 публикаций в научных изданиях входящих в перечень рекомендованных Комитетом по контролю в сфере образования и науки министерства образования и науки Республики Казахстан, 1 публикация в международном научном издании, индексируемый в SCOPUS, 3 публикаций в материалах международных конференций.
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Номенклатура

	Параметры
	Наименование
	Единица измерения

	

	коэффициент теплоотдачи почвы
	


	

	коэффициент конвективного влагообмена
	


	

	коэффициент удельной теплоемкости почвы
	


	

	коэффициент удельной  изотермической массоемкости почвы
	


	

	коэффициент теплопроводности почвы
	


	

	глубина почвы
	


	

	температура почвы
	


	

	температура воздуха
	


	

	Время
	


	

	потенциал влаги почвы
	


	

	потенциал влаги воздуха
	


	

	критерий испарения
	-

	

	скрытая теплота парообразования
	


	

	Плотность
	


	

	коэффициент диффузии
	


	

	коэффициент термодиффузии
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Код программы
% computes Direct Problem
% input 
    % k : vector k
    % Nt, ti : from time domain
    % Nx, xi, dx :from spatial domain
    % uS : temperature of the surface
    % uG : temperature of the ground
    % u0 : initial temperature
    % coef : (Fo*dt)/(dx*dx); 
% output 
    % u_res : solution of the DP wich depends on new values of vector k
    % k : new values of vector k
 
function [u_res, k] =  fun_DF(k, Nt,Nx,xi,ti, uS, uG, u0, coef, dx)
           
%% coefficients
kx = @(x) interp1(xi,k,x); % converts vector k to function k(x)
 
% grid positions
x0 = xi(2:Nx-1);
xphalf = x0 + dx/2;
xmhalf = x0 - dx/2;
 
% updating material properties
kxp = kx(xphalf);
kxm = kx(xmhalf);
    
lambda1 = 2.*coef.*kxp;
lambda2 = 2.*coef.*kxm;
lambda3 = coef.*(kxp + kxm);
 
 
%% distrubution of temperature in the given area with initial and boundary conditions
u_res = zeros(Nx,Nt);
 
%initial value
u_res(:,1) = u0(xi);
u_res(:,2) = u0(xi);
 
for n=2:Nt-1
    
    u_res(2:Nx-1,n+1) = (lambda1./(1 + lambda3))'.*u_res(3:Nx,n) + ...
        (lambda2./(1 + lambda3))'.*u_res(1:Nx-2,n) + ((1 - lambda3)./(1 + lambda3))'.*u_res(2:Nx-1,n-1);
    
    u_res(1,n+1)  = uS(ti(n+1));
    
    u_res(Nx,n+1) = uG(ti(n+1));
         
end
 
end

% computes gradS
% Inputs :
    % u_DPn : solution of the Direct Problem
    % u_CP : solution of the Conjugate Problem
    % Nt, ti : from time domain
    % Nx, dx :from spatial domain
    % Fo : Fourier number
% Output :
    % gradS : gradS = -(int_0^{tf}(Fo.*\frac{\partial \lambda }{\partial x} ...
    %         \frac{\partial U }{\partial x}) dt
 
function gradS = fun_gradS(u_DPn, u_CP, Nx, Nt, dx, ti,Fo)  
 
    DC = zeros(Nx,Nt);
 
    DC(1, :) = - (Fo.*(u_DPn(2,:) - u_DPn(1,:)).*(u_CP(2,:) - u_CP(1,:)))./(dx.*dx);
    DC(2:Nx-1, :) = - (Fo.*(u_DPn(3:Nx,:) - u_DPn(1:Nx-2,:)).*(u_CP(3:Nx,:) - u_CP(1:Nx-2,:)))./(4.*dx.*dx);
    DC(Nx, :) = - (Fo.*(u_DPn(Nx,:) - u_DPn(Nx-1,:)).*(u_CP(Nx,:) - u_CP(Nx-1,:)))./(dx.*dx);
 
    gradS = trapz(ti, DC, 2);
    
end
% computes Sensibility Problem
% Inputs :
    % k : vector k
    % Nt, ti : time domain
    % Nx, xi, dx :from spatial domain
    % coef : (Fo*dt)/(dx*dx); 
    % u_DPn : solution of the Direct Problem
    % dk : perturbation by parameter k. dk_n = alpha_n 
% Output :
    % s_res : solution of the Sensitivity problem
 
function s_res =  fun_SensP(k, Nt,Nx,u_DPn, dk,coef,dx,xi)
 
%% coefficients
kx = @(x) interp1(xi,k,x);
dkx = @(x) interp1(xi,dk,x);
 
% grid positions
x0 = xi(2:Nx-1);
xphalf = x0 + dx/2;
xmhalf = x0 - dx/2;
 
% updating material properties
kxp = kx(xphalf);
kxm = kx(xmhalf);
dkxp = dkx(xphalf);
dkxm = dkx(xmhalf);
    
lambda1 = 2.*coef.*kxp;
lambda2 = 2.*coef.*kxm;
lambda3 = coef.*(kxp + kxm);
 
dlambda1 = 2.*coef.*dkxp;
dlambda2 = 2.*coef.*dkxm;
dlambda3 = coef.*(dkxp + dkxm);
 
%% distrubution of temperature in the given area with initial and boundary conditions
s_res = zeros(Nx,Nt);
 
%initial value
s_res(:,1) = 0;
s_res(:,2) = 0;
 
u_DP = u_DPn;
 
for n=2:Nt-1
   
    s_res(2:Nx-1,n+1) = (lambda1./(1 + lambda3))'.*s_res(3:Nx,n) + ...
      (lambda2./(1 + lambda3))'.*s_res(1:Nx-2,n) + ((1 - lambda3)./(1 + lambda3))'.*s_res(2:Nx-1,n-1)...
      + (dlambda1'.*u_DP(3:Nx,n) - dlambda3'.*(u_DP(2:Nx-1,n+1) + u_DP(2:Nx-1,n-1)) + dlambda2'.*u_DP(1:Nx-2,n))./(1 + lambda3)';
    
    s_res(1,n+1)  = 0;
    
    s_res(Nx,n+1) = 0;
 
end
 
end
 

% computes Conjugate Problem
% Inputs :
    % f : vector f
    % Nt, ti : time domain
    % Nx, xi, dx :from spatial domain
    % coef : (Fo*dt)/(dx*dx); 
    % difTi : difTi = U_DPxi(:) - Uexpi(ti(:)) i = measurement points
% Output :
    % c_res : solution of the Conjugate Problem
 
function c_res =  fun_CP(k, Nt,Nx,dt, dif, coef,dx, xi, sigma_sq)
%% coefficients
kx = @(x) interp1(xi,k,x);
 
% grid positions
x0 = xi(2:Nx-1);
xphalf = x0 + dx/2;
xmhalf = x0 - dx/2;
 
% updating material properties
kxp = kx(xphalf);
kxm = kx(xmhalf);
    
lambda1 = 2.*coef.*kxp;
lambda2 = 2.*coef.*kxm;
lambda3 = coef.*(kxp + kxm);        
        
c_res = zeros(Nx,Nt);        
 
difn = dif./sigma_sq;       
%% distrubution of temperature in the given area with initial and boundary conditions
 
%initial value
c_res(:,Nt) = 0;
c_res(:,Nt-1) = 0;
 
    for n = Nt-2:-1:1
 
        c_res(1,n)  = 0;
 
        c_res(Nx,n) = 0;
 
%         c_res(2:Nx-1,n) = (lambda1./(lambda3 + 1))'.*c_res(3:Nx,n + 1) + ...
%         (lambda2./(lambda3 + 1))'.*c_res(1:Nx-2,n + 1) + ((1 - lambda3)./(lambda3 + 1))'.*c_res(2:Nx-1,n + 2) + ...
%         (4.*dt.*(difT1(n)' + difT2(n)'))./((lambda3 + 1).*(1 + c1.*fxi))';
    
    c_res(2:Nx-1,n) = (lambda1./(lambda3 + 1))'.*c_res(3:Nx,n + 1) + ...
    (lambda2./(lambda3 + 1))'.*c_res(1:Nx-2,n + 1) + ((1 - lambda3)./(lambda3 + 1))'.*c_res(2:Nx-1,n + 2) + ...
    (4.*dt.*(sum( difn(n,:),2) ))./(lambda3 + 1)';
 
%         c_res(2:Nx-1,n) = (lambda1./(lambda3 + 1))'.*c_res(3:Nx,n + 1) + ...
%         (lambda2./(lambda3 + 1))'.*c_res(1:Nx-2,n + 1) + ((1 - lambda3)./(lambda3 + 1))'.*c_res(2:Nx-1,n + 2) + ...
%         (4.*dt.*(sum( dif(n,:),2) ))./((lambda3 + 1).*(1 + c1.*fxi))';
 
    end
end
 

% computes betan
% Inputs :
    % u_sens : Soltuion of the Sensitivity Problem
    % difTi : i = 1:2 difference between U_DP(k) - U_exp at each meas point
    % xqs : measurement points
    % xi, ti : from spatial and time domain
% Output :
    % betan : betan = (int_0^{tf}((U_DPxi(:) - Uexpi(ti(:)))*u_sens_xi)dt)/...
    %                 (int_0^{tf} ((u_sens_xi).^2)dt)
function betan = fun_betan(u_sens, xi, ti, dif, xqs, sigma_sq)   
 
%   Soltuion of the Sensitivity Problem at measurement points
    
    u_sens = interp1(xi, u_sens, xqs); % interp at each measurement points
 
    numer_total = (u_sens.*dif')./sigma_sq';
    denom_total = (u_sens.^2)./sigma_sq';
 
    denom = 0;
    numer = 0;
    
    for n=1:length(xqs)
        
        den = denom_total(n, :);
%         u_senpn = u_sens(n, :); %deltaU1
%         u_senpnsq = (u_senpn).^2; %deltaU1^2
        denom = denom + trapz(ti,den);
                
%         difTUsenpn = dif(:,n).* u_senpn'; % difT = u_pos(:) - Uexp(:); 
 
        num = numer_total(n, :);
        numer = numer + trapz(ti,num);
        
    end % for n=1:length(xqs)
%     
%   Soltuion of the Sensitivity Problem at measurement points
  
 
%     u_senp1 = u_sens(1, :); %deltaU1
%     u_senp1sq = (u_senp1).^2; %deltaU1^2
%     u_1 = u_senp1sq./sigma_sq(1, :)';
%     denom1 = trapz(ti,u_1);
%         
%     u_senp2 = u_sens(2, :); %deltaU2
%     u_senp2sq = (u_senp2).^2; %deltaU2^2
%     u_2 = u_senp2sq./sigma_sq(2, :);
%     denom2 = trapz(ti,u_2);
%         
%     u_senp3 = u_sens(3, :); %deltaU3
%     u_senp3sq = (u_senp3).^2; %deltaU3^2
%     u_3 = u_senp3sq./sigma_sq(3, :);
%     denom3 = trapz(ti,u_3);
%         
%     u_senp4 = u_sens(4, :); %deltaU4
%     u_senp4sq = (u_senp4).^2; %deltaU4^2
%     u_4 = u_senp4sq./sigma_sq(4, :);
%     denom4 = trapz(ti,u_4);
%         
%     u_senp5 = u_sens(5, :); %deltaU5
%     u_senp5sq = (u_senp5).^2; %deltaU5^2
%     u_5 = u_senp5sq./sigma_sq(5, :);
%     denom5 = trapz(ti,u_5);
%         
%     u_senp6 = u_sens(6, :); %deltaU6
%     u_senp6sq = (u_senp6).^2; %deltaU6^2
%     u_6 = u_senp6sq./sigma_sq(6, :);
%     denom6 = trapz(ti,u_6);
%         
%     u_senp10 = u_sens(7, :); %deltaU10
%     u_senp10sq = (u_senp10).^2; %deltaU10^2
%     u_10 = u_senp10sq./sigma_sq(7, :);
%     denom10 = trapz(ti,u_10);
%         
%     u_senp15 = u_sens(8, :); %deltaU15
%     u_senp15sq = (u_senp15).^2; %deltaU15^2
%     u_15 = u_senp15sq./sigma_sq(8, :);
%     denom15 = trapz(ti,u_15);
%         
%     u_senp24 = u_sens(9, :); %deltaU24
%     u_senp24sq = (u_senp24).^2; %deltaU24^2
%     u_24 = u_senp24sq./sigma_sq(9, :);
%     denom24 = trapz(ti,u_24);
% 
%     u_senp34 = u_sens(10, :); %deltaU34
%     u_senp34sq = (u_senp34).^2; %deltaU34^2
%     u_34 = u_senp34sq./sigma_sq(10, :);
%     denom34 = trapz(ti,u_34);
% 
%     u_senp50 = u_sens(11, :); %deltaU50
%     u_senp50sq = (u_senp50).^2; %deltaU50^2
%     u_50 = u_senp50sq./sigma_sq(11, :);
%     denom50 = trapz(ti,u_50);
% 
%     denom = denom1 + denom2 + denom3 + denom4 + denom5 + denom6 + denom10...
%             + denom15 + denom24 + denom34 + denom50;
%      
%     difTUsenp1 = (dif(1, :).* u_senp1')./sigma_sq(1, :); % difT = u_pos(:) - Uexp(:); 
%     numer1 = trapz(ti,difTUsenp1);
% 
%     difTUsenp2 = (dif(2, :).* u_senp2')./sigma_sq(2, :);
%     numer2 = trapz(ti,difTUsenp2);
% 
%     difTUsenp3 = (dif(3, :).* u_senp3')./sigma_sq(3, :);
%     numer3 = trapz(ti,difTUsenp3);
% 
%     difTUsenp4 = (dif(4, :).* u_senp4')./sigma_sq(4, :);
%     numer4 = trapz(ti,difTUsenp4);
% 
%     difTUsenp5 = (dif(5, :).* u_senp5')./sigma_sq(5, :);
%     numer5 = trapz(ti,difTUsenp5);
% 
%     difTUsenp6 = (dif(6, :).* u_senp6')./sigma_sq(6, :);
%     numer6 = trapz(ti,difTUsenp6);
% 
%     difTUsenp10 = (dif(7, :).* u_senp10')./sigma_sq(7, :);
%     numer10 = trapz(ti,difTUsenp10);
% 
%     difTUsenp15 = (dif(8, :).* u_senp15')./sigma_sq(8, :);
%     numer15 = trapz(ti,difTUsenp15);
% 
%     difTUsenp24 = (dif(9, :).* u_senp24')./sigma_sq(9, :);
%     numer24 = trapz(ti,difTUsenp24);
% 
%     difTUsenp34 = (dif(10, :).* u_senp34')./sigma_sq(10, :);
%     numer34 = trapz(ti,difTUsenp34);
% 
%     difTUsenp50 = (dif(11, :).* u_senp50')./sigma_sq(11, :);
%     numer50 = trapz(ti,difTUsenp50);
% 
%     numer = numer1 + numer2 + numer3 + numer4 + numer5 + numer6 + numer10...
%             + numer15 + numer24 + numer34 + numer50;
 
    betan = numer./denom;
 
end
% computes alphan
% Inputs :
    % gradS : gradS = -(int_0^{tf}(Fo.*\frac{\partial \lambda }{\partial x} ...
    %         \frac{\partial U }{\partial x}) dt
    % dnn : alphan at the previous iteration, ...
    %       alphan(0) is any number,as gamman is 0
    % gradSn : gradS at the previous iteration
    % i : number of iteration of kn-th iterative formula 
    % xi : from spatial domain
% Output :
    % dn : alphan_i = - \grad S^n + \gamma^n \alpha_i^{n-1}
 
function dn = fun_alphan(i, gradS, gradSn, xi, dnn)  
 
 
    if i == 1
 
    gamman = 0; 
  
    else 
 
    forgam1 = - gradS.*(gradS - gradSn);
    num_gamman = trapz(xi, forgam1);
    forgam2 = (gradSn).^2;
    den_gamman = trapz(xi, forgam2);
    
    gamman = num_gamman/ den_gamman;
    
    end
    
    dn =  - gradS + gamman.*dnn;
 
end

% function to calculate residual
% input 
    % unk : vector f
    % Nt, ti : from time domain
    % k1,c1 : thermophysical parameters
    % Nx, xi, dx :from spatial domain
    % uS : temperature of the surface
    % uG : temperature of the ground
    % u0 : initial temperature
    % coef : (Fo*dt)/(dx*dx);
    % Uexpi : i = 1,2 experimental temperature
    
% output 
    % res : cost function = int_0^tf (U_DP - U_meas).^2 dt 
    % difi : i = 1:2 difference between U_DP(k) - U_exp at each meas point
    % u_DP : solution of the DP wich depends on new values of vector k
    % fn : new values of vector f
 
function [res, dif, u_DP, fn] = f_cost_DF(fnk, Nt,Nx,xi,ti, uS,uG,u0, coef,  ...
          Uexp, sigma_sq, xqs, dx)
 
    % computation on Direct Model 
    [u_DP, fn] = fun_DF(fnk, Nt,Nx,xi,ti, uS,uG,u0, coef, dx);
 
    u_new = interp1(xi, u_DP, xqs)'; % temperature at each measurement points
    
    % residual
    dif = (u_new -  Uexp);
    
    e2 = trapz( ti, ((dif).^2)./sigma_sq);
 
    res = sum(e2, 2);
  
end
 

%%
clear;
addpath 'METHODS/'
addpath 'Inputs/'
load ('Inputs/measurements');
load ('Results/tolerance');
 
 
 
parameters_experiment;
%%
% spatial domain
dx  = 2*1e-2;
Nx  = Lx/dx+1; 
xi = linspace(0, Lx, Nx);
 
% time domain
 
dt  = 1e-4;
Nt = round(Lt/dt) + 1;
ti = linspace(0, Lt, Nt);
 
 
iter = 1;
 
kn = zeros(Nx, 1);
kn(:) = 0.54694;          % var_apr
% kn(:) = 0.5;          % var0
% kn(:) = 0.45;          % var1
% kn(:) = 0.4;           % var2
% kn(:) = 0.3;           % var3
% kn(:) = 0.25;            % var4
 
%kn(:) = 0.45 - 0.25.*xi;          % var5
% kn(:) = 0.45 - 0.2.*xi;           % var6
% kn(:) = 0.5- 0.3.*xi;               % var7
% kn(:) = 0.5- 0.35.*xi;               % var8
 
 
coef = (Fo*dt)/(dx*dx);
 
figure
plot(xi,kn)
hold on
 
tolerance = 11*28;  % tolerance = M*tf
 
eps = tolerance;
 
Uexp = [Uexp1(ti(:)) Uexp2(ti(:)) Uexp3(ti(:)) Uexp4(ti(:)) Uexp5(ti(:)) ...
    Uexp6(ti(:)) Uexp10(ti(:)) Uexp15(ti(:)) Uexp24(ti(:)) Uexp34(ti(:)) Uexp50(ti(:))];
 
 
sigma_sq = [sigma_tot1_sq' sigma_tot2_sq' sigma_tot3_sq' sigma_tot4_sq' sigma_tot5_sq' sigma_tot6_sq'...
    sigma_tot10_sq' sigma_tot15_sq' sigma_tot24_sq' sigma_tot34_sq' sigma_tot50_sq'];
 
tic
    
    while 1
        
       
        
        [resn, difT, u_DPn, knn] = f_cost_DF(kn, Nt,Nx,xi,ti, uS,uG,u0, coef, ...
        Uexp, sigma_sq, xqs,dx);   
 
        
        res(iter) = resn % for writing values of residual(Number of iterations)
        
        %% the first stopping criterion
    
        if abs(resn) < eps
            kn = knn;
            break;
        else
    
        %% computation on Adjoint Problem 
        
        u_CP = fun_CP(knn, Nt, Nx, dt, difT, coef, dx, xi, sigma_sq);
 
        %% Gradient of S 
              
        gradS = fun_gradS(u_DPn, u_CP, Nx, Nt, dx, ti,Fo);  
 
            if iter == 1
                gradSn = gradS;
                dnn = 1;
            end
            
        % alphan 
        dn = fun_alphan(iter, gradS, gradSn, xi, dnn) ; 
 
        dk = dn;
 
        %% Sensitivity Problem  
 
        u_sens = fun_SensP(knn, Nt, Nx, u_DPn, dk,coef,dx,xi); 
 
        %% compute bettaK   
 
        betan = fun_betan(u_sens, xi, ti, difT, xqs, sigma_sq) ;  
 
        %% compute knn
        
        
        
        kn = knn - betan.*dn;
       
        k_vector(iter) = norm(knn - kn);
        %% the second stopping criterion 
            if norm(knn - kn) < 1e-5
                kn = knn;
            break;
            end
         
            plot(xi,knn);
 
            pause(2);
 
            dnn = dn;
 
            gradSn = gradS;    
        
        iter = iter + 1;
        end
    
    end
knn_2e1 = knn;
res2e1 = res;
iter2e1 = iter;
xi2e1 = xi;
k_vector_var2e1 = k_vector;
toc
% k_vector_var_apr = k_vector;
% knn_var_apr = knn;
% res_var_apr = res;
% iter_apr = iter;
% 
% save('Results/Res_CP_var_apr', 'knn_var_apr', 'res_var_apr', 'iter_apr', 'k_vector_var_apr')  
 
save('Results/Res_CP2e-1_apr', 'knn_2e1', 'res2e1', 'iter2e1', 'xi2e1', 'k_vector_var2e1')  
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