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Бұл диссертациялық жұмыс стохастикалық Стокс-Дарси моделін бөлшек ретті жалпылауға, сонымен қатар, осы моделді жүзеге асыруға арналған сандық әдістердің орнықтылығы мен жинақтылығын  зерттеуге арналған.
Жұмыстың жалпы сипаттамасы. Бөлшек ретті туындылы стохастикалық Стокс-Дарси моделін шешудің тиімді стохастикалық ақырлы элементтер әдісі ұсынылды, бұл әдістің теориялық зерттеуі жүргізілді: дискретті шешімнің бар болуы және жалғыздығы дәлелденді, кеңістік бойынша жартылай дискретті және толық дискретті сұлба үшін қателіктердің априорлық бағалаулары алынды, толық дискретті сұлбаны жүзеге асыру алгоритмі ұсынылды. Есептеу тәжірибелерінің негізінде дискретті сұлбаның жинақтылығының теориялық жинақтылық ретін  эмпирикалық жинақтылық ретімен салыстыру арқылы тексеру жүргізілді.
Зерттеудің өзектілігі.
Біріккен Стокс-Дарси теңдеулерімен сипатталған модель жер үсті және жер асты ағындарының арасындағы өзара әрекеттесу мәселелерінде, каверналық-кеуекті құрылымы бар мұнай қабаттарында, карст сулы қабаттарының жер асты жүйелерінде болатын процестерді болжауда және т.б. кең қолданылуына байланысты есептеу сұйықтығы динамикасында маңызды орын алады. Сонымен қатар, бұл модель жер асты және жер үсті суларының әсерінен аумақтарды су басу қаупін болжау және бағалауда қолданылады. Бұл мәселе әсіресе Қазақстан аумақтарының көпшілігі үшін өзекті. Біріктірілген Стокс-Дарси моделі кеуекті орталардағы  сұйықтық ағыны мен еркін сұйықтық ағыны арасындағы өзара әрекеттесуді сипаттау қабілетіне ие болғандықтан  көп назар аударылды. Бұл модельде еркін сұйықтық ағыны Стокс теңдеуі арқылы, ал кеуекті ортадағы шектеулі ағын Дарси теңдеуі арқылы сипатталады. Стокс пен Дарсидің бірлескен моделі бөлек қарастырылған модельдердің әрқайсысына қарағанда физикалық процесстерді дәлірек сипаттайды деп саналады [1].
Стокс-Дарси моделі сұйықтық ағыны мен кеуекті орта арасындағы күрделі өзара әрекеттесулерді түсіну үшін дұрыс математикалық негізді ұсынатын сұйықтық динамикасы саласындағы іргелі модельдердің бірі болып табылады. Екі іргелі қағиданы – Стокс ағыны мен Дарси заңын біріктіре отырып, модель топырақ, тау жыныстары және биологиялық тіндер сияқты кеуекті материалдар арқылы сұйықтық ағынын талдауға қолайлы модельді ұсынады [2-4]. Стокс-Дарси моделінің әртүрлі салаларда көптеген маңызды қолданбалары бар. Мұнай және газ өнеркәсібінде Стокс-Дарси моделін қолдану инженерлерге мұнай қабаттарындағы сұйықтық ағынын модельдеуге, мұнай өндіру әдістерін оңтайландыруға, мұнай өндіру тиімділігін арттыруға және айдау жүйелерін жобалауға мүмкіндік береді. Сол сияқты, ыстық су немесе бу кеуекті жер асты түзілімдерінде ұсталатын геотермалдық резервуарларда ұсынылған модель сұйықтық ағынының динамикасын түсінуді жеңілдетеді, жылу энергиясын, энергия өндіру және тікелей жылыту үшін тиімді басқаруға мүмкіндік береді. Стокс-Дарси моделі топырақтың қасиетін және кеуекті материалдардағы сұйықтық ағынын талдап, инфрақұрылымдық жобаларды жоспарлауға және құрылыс саласында суды тиімді тазарту үшін қондырғыларды оңтайландыруға көмектеседі. Сонымен қатар, ол биомедициналық инженерияда қан ағымын зерттеу үшін, сондай-ақ қалалық дренаж жүйелерінде кеуекті материалдарды жобалауды оңтайландыру үшін құрылыс саласындада қолданыс табады [5-7].
Стокс-Дарси теңдеулерінің аналитикалық шешімін алу олардың күрделілігі мен бейсызықты болуына байланысты көп жағдайда мүмкін емес. Сондықтан сандық әдістер бұл теңдеулерді шешудің негізгі тәсілі ретінде қызмет етеді. Белгілі сандық әдістер Стокс-Дарси моделін шешуде көп пайдаланылып келеді: ақырлы элементтер әдісі, ақырлы айырымдар әдісі, ақырлы көлем әдісі, шекаралық элементтер әдісі, компактілі айырымдық сұлбалар, ішкі облыстағы классикалық итерациялық  әдіс, спектрлік элементтер әдісі. Сонымен қатар диффузиялық интерфейс әдісі, берілген базисті басқару әдісі, облысты ыдырату әдісі, оңтайландырылған Нейман-Нейман әдістері де пайдаланылады [8-12].
Соңғы зерттеулерде сұйықтық ағынының құбылыстарын  классикалық Стокс-Дарси моделін қолданып талдауда есептеу әдістерінде бірқатар жетістіктерге қол жеткізілді. Гиббс құбылысының дәлдігін жақсартуға және бұл құбылысты төментуге бағытталған бірнеше шешімді хаосты еркін көпмүшеліктер үшін global sensitivity analysis әдісінің жаңа тәсілі ұсынылды [13]. Бұл әдіс хаосты еркін көпмүшелік негізінде шектелген көпмүшеліктерді іріктеу тұжырымдамасына негізделген, оның қолданылуы төменгі дәрежелі көпмүшеліктер үшін де жарамды. Осы жұмыстың  негізінде сандық есептеулер үшін арнайы әзірленген екі ансамбльдік алгоритмдер ұсынылды [14]. Бұл алгоритмдер барлық жүзеге асыру үшін ортақ коэффициент матрицасын қамтамасыз ету арқылы есептеу процесін оңтайландырады, осылайша жадыны пайдалануды және жалпы модельдеу уақытын қысқартады. Сонымен қатар, сығылатын Стокс-Дарси ағыны үшін көп масштабты әдіс құрастырылып, бұл әдіс базистік функцияларды құру үшін Стокс және Дарси есептерінде локализацияланған шешімдерді ұсынады [15]. Сол сияқты фазалық және жылдамдық өрістерін бөлудің бөлшек қадамдық әдісі зерттеліп,  Дарси есебін шешуде бірінші ретті қысымды тұрақтандыру мүшесі  жасалды [16]. Сондай-ақ өрісті, еркін ағынның өзгермелі жылдамдығын және қысымды есептеуді тиімді бөлетін тұрақты әдіс ұсынылды [17]. Сонымен бірге, finite difference marker-cell әдісінде тиімді есептеуге қол жеткізу үшін шекаралық шарттарын алдын ала есептеуге ыңғайлы етіп түрледірудің маңыздылығын көрсетеді [18]. Кейбір еңбектерде Стокс-Дарси моделін жаңа шекаралық шартпен сандық жүзеге асыру үшін аралас ақырлы элементтер әдісі ұсынылды [19].




Классикалық Стокс-Дарси моделін шешуге арналған  сандық әдістерді салыстырып, олардың артықшылықтары мен кемшіліктерін атап көрейік. Уақыттан тәуелді Стокс-Дарси моделі үшін көпмасштабты ақырлы  элементтер әдісі  ақырлы элементтер әдісімен  салыстырылды [20]. Негізгі айырмашылық олардың базистік функцияларында болды: ақырлы элементтер әдісі жалпы функцияларды пайдаланады, ал көпмасштабты ақырлы элементтер әдісі дөрекі торлардағы есептеулердің дәлдігін арттыратын  облыстың микромасштабтық бөлшектерін қамтиды. Аралас ақырлы элементтер әдісі арнайы алгоритмдері бар анықталмаған сызықтық жүйелерді жасайды, ал ақырлы элементті әлсіз Галеркин әдісі  анықталған сызықтық жүйелерді, қарапайым шешімдерді және ақырлы элементтер кеңістігін әртүрлі таңдауды ұсынады. Үзіліссіз Галеркин әдісі секірістер мен орташа мәндерді бақылауды қажет етеді, ал ақырлы элементті әлсіз Галеркин әдісі жаңа операторларды пайдаланады және қарапайымдылықты қамтамасыз етеді. Ақырлы элементті әлсіз Галеркин әдісі пайдаланудың қарапайымдылығы, ағынның үздіксіздігі, белгісіздердің аздығы және айыппұлдық коэффициенттерді қажет етпейтіндіктен үзіліссіз Галеркин әдісі мен аралас ақырлы элементтер әдісінен жақсырақ деп есептеледі [21]. Үзіліссіз ақырлы элементтер әдісін және үзіліссіз Галеркин әдісін пайдаланатын екі торлы сұлба әдісі  нормасында  және  үшін қателіктерді оңтайлы бағалауға қол жеткізуге мүмкіндік бермеді [22]. Ал Стокс-Дарси моделі үшін модификацияланған екі торлы әдіс қателерді оңтайлы бағалауға қол жеткізуге мүмкіндік берді [23]. Бұл әдіс алдымен дөрекі торда, содан кейін ұсақ торда есепті шешеді. Алайда, Стокс есебін ұсақ торда шешу көп уақытты қажет етеді. Тиімділікті арттыру үшін екіторлы дискреттеуді пайдалана отырып, локалді және параллель ақырлы элементтер алгоритмі ұсынылды [24]. Төменгі жиілікті құрамдас бөліктер дөрекі торда және жоғары жиілікті құрамдас бөліктер локалді және параллель түрде ұсақ торда есептелді.  Классикалық локалді және параллель ақырлы элементтер әдісі, параллельизацияның жоғары дәрежесіне қарамастан, голбалдік үзіліссіз жуықтауға әкеледі. Үзіліссіз шешімге қол жеткізу үшін біртұтас бөлу арқылы жаңа параллельді әдіс енгізіліп, бұл ұсақ торда Дарси және Стокс есептерін тәуелсіз және параллель шешуге мүмкіндік береді [25]. Бұл тәсіл сонымен қатар  нормасындағы сұйықтық жылдамдығы мен пьезометриялық қысым үшін жоғары ретті қателерді бағалауды қамтамасыз ету үшін торды түзетуді қажет етеді. Торлы Больцман әдісі параллелизм мен икемділікті ұсынады, бұл осы әдісті мезомасшатбты құбылыстар мен Ньютондық емес ағындарды модельдеу үшін өте қолайлы етеді. Күшті жақтарына қарамастан, торлы Больцман әдісі макроскопиялық кеуекті орталардың ағынын модельдеуде шектеулерге ие және іске асырудың күрделілігі оны кеңінен қолдануға кедергі келтіруі мүмкін [26].
Классикалық Стокс-Дарси  моделін сипаттайтын физикалық шамалар: орта қасиеттері, әсер ету шарттары, геометриялық аймағы, шекаралық шарттары, бастапқы шекаралық шарттары сияқты есептің кіріс параметрлері белгілі болған жағдайда толық зерттелді. Шындығында шуды өлшеу, физикалық шамалардың ішкі өзгергіштігі, жеңілдетілген болжамдарды қабылдауға байланысты нақты деректерді анықтау қиындығынан туындайтын көптеген белгісіздіктер бар. Нәтижесінде классикалық детерминирленген дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер арқылы сұйықтық ағынын нақты сипаттау мүмкін емес болып көрінеді. Бұл көбінесе дұрыс емес техникалық және басқарушылық шешімдерді қабылдау қаупін тудырады. Тәжірибеде кеуекті ортаның сапалық және сандық қасиеттері туралы ақпарат көбінесе байланыссыз болып келеді. Өйткені кіріс деректер аумақтың бірнеше сирек нүктелерінен алынған үлгілерді кейіннен интерполяциялау арқылы зертханалық талдау негізінде қалыптасады.
Классикалық Стокс-Дарси моделінің негізгі кемшілігі оның өткізгіштік, бастапқы және шекаралық шарттар сияқты модель параметрлерінің белгісіздіктері мен өзгергіштігін есепке ала алмауында жатыр. Детерминистік әдіс  осындай белгісіздіктерді қамтитын нақты әлемдегі есептерге қолданылған кезде дәлдігі азырақ және сенімді емес шешімдерге әкелуі мүмкін. Бұл кемшіліктерді жою стохастикалық Стокс-Дарси моделі сияқты неғұрлым жетілдірілген модельдеу тәсілдерін қабылдауды талап етеді. Стохастикалық Стокс-Дарси моделі кездейсоқ және ықтималдық үлестірімдерді қамтиды, құрылымға стохастикалықты, гетерогенділік пен белгісіздікті біріктіреді, бұл параметрлердің өзгермелілігі мен белгісіздігінің әсерін ескере отырып, сенімдірек және шынайы болжамдар жасауға мүмкіндік береді, бұл өз кезегінде, шешімдерді жақсартуға әкеледі. Сондықтан көптеген авторлар модельдің стохастикалық жалпылауын зерттеді.
Детерменирленген Стокс-Дарси моделінің стохастикалық жалпылауын зерттеу қазіргі заманғы есептеу сұйықтығы динамикасындағы жеткілікті жаңа және өзекті сала болып табылады. Бұл бағыттағы ең алғашқы еңбекті, біздің ойымызша, П. Құмар атты ғалым басқада авторлармен бірге 2018 жылы жарияланған [2, б. 382]. Осыдан кейін бұл модельге қызығушылық 3-4 жыл ішінде қарқынды түрде артып келеді, бұған осы күнге дейін жарияланған көптеген еңбектер дәлел [27, 28]. 
Стохастикалық дербес туындылы дифференциалдық теңдеулерді шешудің классикалық тәсілдерінің бірі Монте-Карло әдісі болып табылады. Ол кіріс параметрлерін қайта іріктеу және стандартты сандық әдістерді қолдану арқылы сәйкес детерминирленген дербес туындылы дифференциалдық теңдеулерді шешу арқылы тәуелсіз және бірдей таралған кездейсоқ шамалардың жуық шешімін болжайды. Жақында стохастикалық Стокс-Дарси моделі үшін ықтималдық кеңістігіндегі есептеу шығынын айтарлықтай төмендететін көп торлы көп деңгейлі Монте-Карло әдісі әзірленді [29]. Сонымен қатар, көп торлы көп деңгейлі Монте-Карло әдісі ықтималдық кеңістігінде есептеу тиімділігін арттыру үшін көп деңгейлі Монте-Карло және көп торлы Монте Карло әдістерін біріктірді [30]. Бұл әдіс  екі параметрлік шарттар мен көрсетілген уақыт қадамдарына сәйкес ұзақ мерзімді орнықтылық пен уақыт бойынша бірінші ретті дәлдікпен жуықтауды көрсетті.
Кеуекті ортаның көп масштабты стохастикалық теңдеулерін шешу есептерін қарастыратын  геологиялық барлау жұмыстарындағы белгісіздікті сандық бағалау үшін белгісіздіктерді анықтайтын ішкі тор масштабтарында көп масштабты тәсіл ұсынылды [31]. Сонымен қатар, балама алгоритм детерминирленген сандық модельдердегі сызықтық жүйелер үшін ортақ коэффициент матрицаларын көрсету арқылы қосымша параметрлерсіз уақыт орнықтылығын	 қамтамасыз етеді, осылайша дәлдікті сақтай отырып, есептеу шығындарын азайтады [4, б. 714] Тағы бір маңызды әдістердің бірі тиімді ансамбльдік алгоритм, ол Робеннің жинақтылықты жеделдету параметрлерін оңтайландырады, атап айтқанда гидравликалық өткізгіштіктерде оңтайлы геометриялық жинақтылыққа қол жеткізеді [32]. Коллокация әдістері, қарапайымдылық пен регуляр емес шекараларға бейімділікті ұсынады [33]. Мультифизикалық факторларды ескере отырып, бірнеше облыстарда стохастикалық Стокс-Дарси моделінің жуық шешімдерін алу үшін әр түрлі сандық әдістер жүзеге асырылды: біріктірілген ақырлы элементтер әдістері, облыстық ыдырату  әдісі, Лагранж көбейткіштері әдісі, екі тор әдістері, байланыссыз марш сұлбалары, үзіліссіз Галеркин әдісі, шекаралық интегралдық әдіс, стохастикалық ақырлы элементтер әдісі, көп масштабты аралас ақырлы элементтер әдісі. 
Белгілі стохастикалық Стокс-Дарси моделінің елеулі кемшілігі сұйықтық ағынының сипатына айтарлықтай әсер ететін кеуекті ортаның өте маңызды қасиеті - жадыны елемеу болып табылады. Бұл қасиетті ескеру қажеттілігі сұйықтық ағыны процесінде ортаның кеуектілігі мен өткізгіштігінің өзгеруіне байланысты, бұл уақыт өте келе ағын жылдамдығының кешігуіне әкеледі. Сондықтан сұйықтық ағынының сипаты тек кеуекті ортаның ағымдағы күйімен ғана емес, сонымен бірге оның барлық бұрынғы күйлерімен де анықталады. Себебі, кеуекті орта арқылы сұйықтық ағып жатқанда тау жынысының да, сұйықтықтың да қасиеттері уақыт өте келе өзгереді. Ортаның кеуектері орта мен сұйықтық арасындағы химиялық реакциялардың әсерінен ұлғаюы мүмкін немесе сұйықтық тасымалдайтын қатты заттардың шөгуі немесе сұйықтықтан минералдардың тұнбаға түсуі салдарынан кішірейіп кетуі немесе тіпті жабылуы мүмкін. Нәтижесінде ағын ортада жады бар сияқты жүреді [34].  Қазіргі әдебиеттерде сұйықтықтың кеуекті орталар арқылы ағу құбылыстары олардың өткеніне байланысты екендігіне негізделген математикалық модельдер бар [35-37].
 Жады түсінігін тереңірек түсіну үшін келесі мысалды қарастырайық. Барлық әсер ететін гидродинамикалық параметрлер (қысым, температура және т.б.) тұрақты болған кезде  тау жынысы, сұйықтық және ағын сипаттамалары тұрақты болып қалады деп есептеледі. Дегенмен, бұл мәндер уақытқа тәуелді және уақыт өте келе өзгереді. Осылайша, тау жыныстарының, сұйықтықтың және ағынның қазіргі қасиеттері олардың өткеніне байланысты, олардың қазіргі уақыттағы және болашақтағы күйін болжау үшін жады ескерілуі керек.
 Процестің өзгеру тарихының әсерін сандық бағалау үшін стохастикалық  Стокс-Дарси моделіне «жад»  енгізілді [38]. Осылайша, тау жыныстарының, сұйықтықтың және ағынның қазіргі жағдайы мен тарихы жад функциясы үйрткісі түрінде ұсынылған.
Әдебиеттерде жадының екі түрі бар: уақыт бойынша және кеңістік. Кеңістіктік жады сұйықтықтар өткен алдыңғы кеңістікті ескереді [39]. Тау жыныстары мен сұйықтық қасиеттеріндегі бұл үздіксіз өзгерісті сипаттау үшін кеңістіктік жадымен қатар уақыт жадысын да ескеру қажет. Кейбір модельдер тек уақыт бойынша жадыны, ал біраз моделдер кеңістіктік жадыны ескереді, ал классикалық модельдер бұл әсерлердің ешқайсысын есепке алмайды. Уақыт немесе кеңістіктік жадыны қосу кеуекті ортада болатын ағын құбылыстарын дәлірек сипаттайтын  жалпыланған математикалық модельді тұжырымдауға мүмкіндік береді.
Стохастикалық Стокс-Дарси моделінің негізгі кемшілігі ол сұйықтық ағынының жадыны ескермейтінінде жатыр. Жадыны ескеру үшін бөлшек туындылар қарапайым туындыларға қарағанда жақсырақ көмектесе алады, өйткені функцияның бөлшек туындылары екі функцияның үйірткісі арқылы өрнектеледі. Сонымен қатар, туындының реті теріс емес бүтін сан болған кезде олар кәдімгі туынды сияқты қолданылады. Сондықтан бөлшек туындыларды кәдімгі туындылар сияқты табиғи құбылыстарды сипаттау үшін және сонымен қатар жадының салдарын көрсету үшін қолдануға болады. Қысым жады, қысым градиенттерін немесе кез келген басқа параметрлерді бөлшек ретті туындыларды қолдану арқылы есепке алуға болады. Уақыт жадысын қарастыру үшін уақытқа қатысты бөлшек ретті туындылар, ал кеңістіктік жадыны қарастыру үшін кеңістік айнымалысына қатысты бөлшек ретті туындылар қолданылады.
Соңғы бірнеше он жылдықта бөлшек ретті туындылар ғылым мен техниканың барлық салаларында маңызды рөл атқарып келеді және сәйкесінше бөлшек ретті туындылар мен интегралдар айтарлықтай қызығушылық тудырды. Көптеген қолданбалы салаларда бөлшек ретті туындылар мен интегралдар қарапайым туындылар мен интегралдарға қарағанда жүйелердің дәлірек үлгілерін береді. Бөлшек ретті туындылар жаратылыстану және қоғамдық ғылымдардағы әртүрлі құбылыстарды дәлірек сипаттауға мүмкіндік береді. Кеуекті орталардағы  сұйықтық ағыны туралы көптеген теориялық және сандық жұмыстар жарияланды. Бұл зерттеулер жады мен бөлшек туындылардың кеуекті орта арқылы сұйықтық ағынын дәл модельдеуін негізгі орынға қойды [40-43].
Стокс және Дарси модельдеріне бөлшек ретті туындыларды қолданудың тиімділігін растайтын көптеген зерттеулер бар [44-50]. Бұған қоса, соңғы зерттеулер эпидемиялық таралу [51-53], қан ағымы [54, 55], биологиялық материалдар арқылы дәрілерді тасымалдау [56], дыбыстық және таяз су толқындарының таралуы [57-60], гетерогенді кеуекті ортадағы күрделі көпфазалы ағындар [61,62], топырақтың ластануы [63], атмосфералық процестер [64,65], кескін және сигналды өңдеу [66,67], экономикалық процестер [68] және басқа да көптеген [69] салаларда классикалық модельдермен салыстырғанда әртүрлі процестер үшін дәлірек модельдеу нәтижелерін алғанын хабарлайды. 
Бөлшек ретті интегралдар мен туындылар теориясы бөлшек  ретті туындылы операторлардың әртүрлі типтерінің кең ауқымын сипаттайды [70]. Қолданбалы математикада қарастырылатын құбылыстар типі үшін бөлшек ретті операторлардың түрін адекватты түрде таңдауға мүмкіндік беретін құралдың болуы маңызды. Бөлшек ретті операторлар мен олар сипаттай алатын құбылыс түрлері арасындағы байланыстың нақты математикалық критерийлері болуы қажет. Бөлшек ретті дифференциалдық және интегралдық операторлар жадты  және кеңістіктік процестерді модельдеу және сипаттау үшін қуатты математикалық құрал болып табылады. Дегенмен, барлық бөлшек ретті туындылы операторлар жад әсерлерін сипаттай алмайды. Жадыны сипаттау үшін Капуто анықтамасы мағынасында бөлшек ретті туынды қолданылады [71].
Жер асты ағындарын модельдеуге жадыны қосу идеясы салыстырмалы түрде жаңа идея болып табылады. Осы тұрғыдан алғанда, барлық материалдардың есте сақтау қабілеті бар деп есептеледі, сондықтан тау жынысы мен сұйықтықтың тарихы олардың қазіргі және болашақ сипаттамаларына әсер етеді деп есептеледі. Негізгі модельдерге жадыны қосу табиғи құбылыстарды дәлірек сипаттайды және болжамдардың дәлдігін арттырады. Жадыны қосу үшін модельге бөлшек ретті туындылар енгізілгеннен кейін теңдеу күрделене түседі. Теңдеу тіпті сандық шешу үшін де қиынға соғады. Бүтін ретті туындылардан айырмашылығы, бөлшек ретті туындылардың бірыңғай анықтамасы жоқ. Әр түрлі анықтамалар бір модель үшін әр түрлі теңдеулер береді. Сондай-ақ ақырлы айырымды жуықтауды қолдана отырып, модельді  дискреттеу де қиындық тудырады. Бөлшек ретті туындылы модельдерді сандық жүзеге асыру үшін жаңа сұлбалар мен алгоритмдерді әзірлеу күрделі мәселе болып табылады.
Осы бағыттың маңыздылығын ескере отырып, бұл диссертацияда ортаның қасиеттерінің ұзақ мерзімді өзгерістерін ескеретін стохастикалық Стокс-Дарси моделінің одан әрі жалпылауы зерттеледі. Біздің жұмысымызда жадыны есепке алу бөлшек ретті туындыларды есептеуді қолдану арқылы, атап айтқанда, Капуто анықтамасы мағынасында бүтін уақыт туындыларын бөлшек ретті туындылармен ауыстыру арқылы жүзеге асырылды. Бұл жалпылау [35, б. 698] жұмысы ұсынған гипотезаларға негізделген бөлшек ретті туындылы сұйықтық ағыны теориясы саласындағы атақты ғалымдардың еңбектерінің жалпылауы болып табылады [50, б. 4696; 72]. 
Диссертацияның өзектілігі  стохастикалық бөлшек ретті туындылы әдістерді қолдану күрделі ортадағы сұйықтық динамикасын дәлірек модельдеуге мүмкіндік береді. Стохастикалық ауытқулар мен уақытқа тәуелділікті ескеретін  фильтрация және жер асты ағындары үшін дәл модельдердің қажеттілігіне байланысты бұл ғылыми зерттеулер мен практикалық қолданудың жаңа түрлерін ашады.
Жұмыс мақсаты. Стокс-Дарсидың бөлшек ретті туындылы стохастикалық теңдеулері үшін қойылған бастапқы шекаралық есептерді шешудің стохастикалық ақырлы элементтер әдістерін құру және теориялық тұрғыдан зерттеу.
Зерттеудің міндеттері:
· Стохастикалық теңдеулерді шешудің ақырлы элементті әдістерін құрудың қолданыстағы тәсілдерін талдау;
· Стокс-Дарсидың бөлшек ретті туындылы стохастикалық теңдеулері үшін қойылған бастапқы шекаралық есептерді шешудің стохастикалық ақырлы элементті әдістерін құру;
· Дискретті шешімнің бар болуын және жалғыздығын зерттеу;
· Уақыт бойынша жартылай дискретті сұлба үшін қателікті зерттеу;
· Толық дискретті сұлба үшін қателік бағалауларын алу;
· Толық дискретті сұлбаны жүзеге асыру және оның жинақтылық ретін тексеру;
· Стокс-Дарсидың бөлшек ретті туындылы стохастикалық теңдеулері үшін қойылған бастапқы шекаралық есептерді шешуге арналған коллокация әдістерін теориялық зерттеу.
Зерттеу нысаны. Күрделі кеуекті ортадағы сұйықтықтың қозғалысын сипаттайтын теңдеулердің бөлшек ретті туындылы стохастикалық жалпылауы үшін қойылған бастапқы шекаралық есеп.
Зерттеу пәні. Стокс-Дарси теңдеулерінің бөлшек ретті туындылы стохастикалық жалпылауы үшін қойылған бастапқы шекаралық есепті шешудің стохастикалық ақырлы элементті әдістерінің қасиеттері.
Зерттеу әдістері. Стокс-Дарсидің стохастикалық моделін жүзеге асырудың бірнеше тәсілі белгілі: масштабты әдістер, тербеліс әдістері, тұрақтандырылған аралас әдіс, стохастикалық коллокация әдісі, аймақты бөлшектеу әдісі, интерациялық әдістер, белгісіздікті сандық бағалау алгоримдері, жүйені ішкі есептерге бөлу әдістері. Зерттеуде априорлық бағалау әдісі, функционалды талдау әдістері, дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер теориясының әдістері, өріс теориясы және векторлық талдау әдістері, ақырлы элементтер теориясының әдістері, есептеу тәжірибесі әдісі қолданылды.
Зерттеудің теориялық және практикалық маңызы. Бөлшек ретті туындыны есептеуді қолдана отырып кеуеті орта қасиеттерінің ұзақ мерзімді өзгерістерін ескеретін Дарсидің стохастикалық моделін одан әрі жалпылау және бұл модельді жүзеге асырудың стохастикалық ақырлы элементті әдістерін құру. Зерттеудің практикалық маңыздылығы есептің дискретті шешімінің бар болуы мен жалғыздығы мәселелерін зерттеуде, уақыт бойынша жартылай дискретті сұлбасы үшін априорлық қателік бағалауларын, толық дискретті сұлба үшін қателік бағалауларын алуда жатыр.
Қорғауға ұсынылатын қағидалар:
· Стохастикалық Стокс-Дарси моделінің  бөлшек ретті туындылы жалпылауы алынды;
· Бөлшек ретті туындылы стохастикалық Стокс-Дарси моделі жинақтылыққа және орнықтылыққа зерттелді;
· Бөлшек ретті туындылы стохастикалық Стокс-Дарси моделі үшін стохастикалық ақырлы элементтер әдістері құрылды;
· Бөлшек ретті туындылы стохастикалық Стокс-Дарси моделі үшін стохасикалық  сирек торлы коллокация  әдісі құрылды.
Жұмыстың ғылыми жаңалығы.
Диссертацияның  бірінші ғылыми жаңалығы бөлшек ретті туындыны есептеуді қолдана отырып кеуекті орта қасиеттерінің ұзақ мерзімді өзгерістерін ескеретін Стокс-Дарсидың стохастикалық моделінің одан әрі жалпылауы құрылды. Стохастикалық Стокс-Дарси моделінің бөлшек ретті туындылы  қойылымының дұрыстығын өз кезегінде алынған теориялық зерттеулер  мен сандық әдістердің нәтижелерінің бірдей болуы дәлелдейді.
Диссертацияның  екінші ғылыми жаңалығы  жаңадан алынған  бөлшек ретті туындылы стохастикалық Стокс-Дарси моделін сандық жүзеге асыру үшін стохастикалық ақырлы элементтер әдісі құрылды. Бұл жерде Стокс және Дарси  заңдары үшін алынған бөлшек ретті туындылардың реті әртүрлі. Сұлбалардың теориялық жинақтылық реті есептеу эксперименттерімен расталды. Зерттеу жұмысы бөлшек туындылар мен интегралдар теориясына, және қолданбалы математика бөліміне ғылыми үлес қосады және  бөлшек ретті туындыларды басқа да модельдерде қодануға және олар үшін сандық әдістердің жетілуіне одан әрі зерттеудің жаңа жолдарын ашады.
Диссертацияның  үшінші ғылыми жаңалығы  бөлшек ретті туындылы стохастикалық Стокс-Дарси моделін сандық жүзеге асырудың тағы бір сирек торлы коллкация әдісі құрылды. Бұл жерде Стокс және Дарси  заңдары үшін алынған бөлшек ретті туындылардың реті бірдей. Сұлбалардың теориялық жинақтылық реті есептеу эксперименттерімен расталды. Алдыңғы құрастырылған сандық әдіс одан әрі жетілдірілді және қарастырып отырған моделді әлдеқайда тез есептеуге, есептеу шығындарын азайтуға мүмкіндік берді. Осылайша құрастырылған сандық әдіс күрделі математикалық есептерді шешуде сандық әдістерді қолдану шекараларын кеңейтеді.
Диссертацияның  төртінші ғылыми жаңалығы  модельдегі теңдеулердегі уақыт туындыларының ретінің аздап төмендеуі ағын жылдамдығының аздап баяулауына әкелетінін көрсетеді. Бөлшек туындылар ортаның қасиеттерінің ұзақ мерзімді өзгерістерін есепке алу мүмкіндігіне ие болғандықтан, бұл бақылау кеуекті орталарда уақыт өте келе ағын процесін баяулататынын растайды. Бөлшек туындылардың ретін азайту баяулау әсерін күшейтті, бұл жадының ағын құрылымына әсер ету дәрежесінің бөлшек туындылар ретіне тәуелділігін түсіндіруі мүмкін.
Диссертациялық жұмыстың шынайылығы, ғылыми қағидалардың, қорытындылар мен нәтижелердің негізденуі. Web of Science  және Scopus халықаралық жоғары рейтингті рецензияланған  шетелдік журналдармен, ҚР ҒЖБМ ҒЖБССҚК ұсынған журналдардағы жарияланымдармен расталды.
Диссертациялық жұмыстың басқа ғылыми-зерттеу жұмыстарымен байланысы. Диссертациялық жұмыс  Абай атындағы Қазақ ұлттық педагогикалық университеті» КЕАҚ жанындағы Қазақстан Республикасы Білім және ғылым министрлігі Ғылым комитетінің 2022-2024 жылдарға арналған ғылыми және  ғылыми-техникалық жобалар бойынша жас ғалымдардың іргелі және қолданбалы ғылыми зерттеулерін гранттық қаржыландыру бағдарламасы аясында «Араласпайтын сұйықтықтар фильтрациясының бөлшек-ретті стохастикалық модельдерінің ақырлы элементтерді талдауы үшін бұлттық есептеулер сервисін әзірлеу» тақырыбында орындалды (№ AP14871299).
Жұмыстың апробациясы. Негізгі зерттеу нәтижелері халықаралық конференцияларда, ғылыми  семинарларда баяндалды және талқыланды:
· [bookmark: _Hlk187517483]Baigereyev  D.R., Berdyshev  A.S., Boranbek K. Generalized fractional stochastic model of fluid flow in complex media. Ғылым, техника және білім берудегі есептеу және ақпараттық технологиялар (CITech-2022).  Халықаралық конференциясының баяндама тезистер жинағы. – Алматы, 12-15 қазан, – 2022. – 11 б;
· [bookmark: _Hlk187517524]Байгереев Д. Р., Боранбек К., Бердышев А. С. Обзор основных подходов численной реализации стохастических обобщений уравнений Стокса-Дарси. Қазіргі сын-қатерлер жағдайындағы ғылым мен білімнің өзекті мәселелері (Уәлиев оқулары – 2022). Халықаралық конференциясының баяндама тезистер жинағы. – Өскемен,  С Аманжолов атындағы ШҚУ «Берел» баспасы, – 2022. – T.1. –  46-49 б;
· [bookmark: _Hlk197192951]Боранбек К. Дарси заңының жазылуы және қолданысы. Жаратылыстанудағы математикалық модельдеу. Халықаралық ғылыми-тәжірибелік конференцияның баяндама тезистер жинағы – Өскемен, С Аманжолов атындағы ШҚУ «Берел» баспасы, – 2023. – 208б;
· [bookmark: _Hlk187517661]А. Бедышев, К. Боранбек. Стохастикалық Стокс-Дарси моделін бөлшек ретті жалпылаудың сандық әдісі. Түркі әлемі математиктерінің VII Дүниежүзілік Конгресі (TWMS Congress – 2023). Халықаралық конференциясының баяндама тезистер жинағы. – Түркістан, 20-23 қыркүйек,  – 2023. – 443 б;
· Berdyshev A .S., Baigereyev D .R ., Boranbek K. Стохастикалық Стокс-Дарси моделін бөлшек ретті жалпылаудың сандық әдісі. Түркі әлемі математиктерінің VII Дүниежүзілік Конгресі (TWMS Congress – 2023). Халықаралық конференциясының баяндама тезистер жинағы. – Түркістан, 20-23 қыркүйек, – 2023.– 443 б; 
· Боранбек К. Сантьяго де Компостела университетінің Галисия математикалық зерттеулер және технологиялар орталығының ғылыми семинары (жетекшісі – PhD Франсиско Хавьер Фернандес Фернандес, Сантьяго де Компостела қаласы, Испания, 21 маусым 2024 жыл).
Ізденушінің жарияланымдары және жеке үлесі. Диссертация тақырыбы бойынша 9 ғылыми жұмыс жарияланған: Scopus және Web of Science деректер қорына енгізілген басылымдарда 2 мақала,  ҚР ҒЖБМ ҒЖБССҚК ұсынған журналдарда 1 мақала, халықаралық конференциялар материалдарында 5 тезис, 1 монография. 
· Berdyshev A.; Baigereyev D.; Boranbek, K. Numerical Method for Fractional-Order Generalization of the Stochastic Stokes–Darcy Model // Mathematics. – 2023. – Vol. 11. – pp. 3763. https:// doi.org/10.3390/math11173763;
· Baishemirov Z.; Berdyshev A.; Baigereyev D.; Boranbek K.Efficient Numerical Implementationof the Time-Fractional Stochastic Stokes–Darcy Model // Fractal Fract. – 2024. – Vol. 8, –  pp. 476. https:doi.org/103390/fractalfract8080476;
· Berdyshev A.; Boranbek К. Обзор модели Стокса-Дарси. Абай атындағы ҚазҰПУ хабаршысы, физика-математика ғылымдары сериясы. №2(86), – 2023. – 34-45 б, https://doi.org/10.51889/2959-5894.2024.86.2.003;
· Бердышев А. С. , Байгереев Д. Р., Боранбек К. Численные методы для дробно-дифференциальной стохастической модели Стокса Дарси. Ақпараттық және есептеуіш технологиялар институты. Монография: – Алматы, Дарын баспасы, – 2024. – 122 б. 
Есептің қойылымы ғылыми кеңесшілерге тиесілі. Негізгі теоремалар дәлелдемелері мен тұжырымдары диссертантқа тиесілі.
Диссертацияның құрылымы мен көлемі. Диссертациялық жұмыс 87  бетте баяндалған, кіріспеден, әрқайсысы бөлімшелерден тұратын үш бөлімнен, қорытындыдан және пайдаланылған әдебиеттер (112 атау) тізімінен  тұрады.
Диссертацияның негізгі мазмұны. Ұсынылған диссертациялық жұмыстың кіріспесінде оның бүгінгі күндегі өзектілігі мен жаңалығы көрсетіліп, жұмыстың мақсаты тұжырымдалып, қорғаудың міндеттері мен негізгі ережелері белгіленіп, диссертацияның қысқаша мазмұны да айтылады.
Бірінші бөлімде классикалық стохастикалық Стокс-Дарси моделінің сипаттамасы, оның нақты есептерге қолдану кезіндегі шектеулерінің талдауы және оның бөлшек ретті туындылы жалпылауы берілген. Бөлім есептің әлсіз қойылымен  алумен және тұжырымдаумен аяқталады.

Екінші бөлімде  ретті жуықтау формуласын және тиімді ансамбльдік тәсілді пайдалану негізінде стохастикалық Стокс-Дарси моделінің бөлшек ретті туындылы жалпылауын жүзеге асыру үшін жоғары ретті дәлдікті сандық сұлба ұсынылады. Теориялық талдау нәтижелері бірқатар есептеу эксперименттерімен расталады.  Белгісіздікті сандық бағалау Монте-Карло әдісімен жүзеге асырылады. Сонымен қатар сынақ есебі бойынша есептеу процесін жылдамдату үшін параллельді алгоритм ұсынылды.

Үшінші бөлімде сирек торлы стохастикалық коллокация әдісін, ақырлы элементтерді және ақырлы айырымдарды дискретизациялауды, Капуто бөлшек туындысын есептеудің жылдам сандық алгоритмін және үнемді ансамбль әдісін біріктіріп пайдалануға негізделген жетілдірілген сандық сұлба ұсынылды. Гидравликалық өткізгіштік қысқартылған Карунен-Лев жіктелуімен модельденеді. Сандық әдісті құру кезінде  ретті дискретті бөлшек туындының жылдам есептелуі қолданылды. Бұл тәсіл есептеу уақытын және жадыны пайдалануды айтарлықтай қысқартты, себебі ол шешімді тек соңғы үш қабатта сақтауды қажет етеді. Бұл артықшылық, әсіресе, әртүрлі кіріс деректері бар есепті бірнеше рет шешу қажеттілігіне байланысты стохастикалық есептерді шешу кезінде айқын көрінеді. Сонымен қатар, белгісіздік жағдайында Стокс-Дарси моделі шеңберінде сұйықтық ағынының процесіне бөлшек ретті туындылардың әсері талданған.
Қорытындысында зерттеу нәтижесінде кеуекті орталардағы ағындарды нақтырақ сипаттау үшін осы орталардағы ұзақ мерзімді өзгерістерді ескеру қажет деген қорытынды жасалды. Кіріс параметрінің белгісіздігі мен кеуекті орта жады әсерлерін есепке алу кеуекті ортадағы күрделі динамиканы нақтырақ сипаттауды қамтамасыз етеді. Ұсынылған бөлшек ретті туындылы стохастикалық Стокс-Дарси моделіне және жұмыста ұсынылған оны сандық жүзеге асыру әдістеріне қатысты қорытындылар жасалды. 
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Стохастикалық Стокс-Дарси моделінің бөлшек ретті жалпылауын енгізу үшін  облысында   шекарасымен бөлінген  және   арқылы қиылыспайтын екі облысты белгілейік (Сурет 1).  кеуекті ортадағы сұйықтықтың ағу процесі үзіліссіздік теңдеуінің бөлшек ретті жалпылауымен және сызықты Дарси заңымен сипатталады:	


		

		









Бұл жерде  – пьезометриялық қысым,  – динамикалық қысым, – биіктік, – тығыздық,  – еркін түсу үдеуі,  – суды сақтау коэффициенті,  – ағыстың жылдамдығы,  – гидравликалық өткізгіштік тензоры,  – ағу немесе бастапқы дерек көзі, сонымен қатар Капуто мағынасында уақытқа қатысты бөлшек туынды келесі түрде анықталады:


		


 — сұйықтық ағыны процесі зерттелетін уақыт аралығы.
Үзіліссіздік теңдеуіне бөлшек туындыны қосу жады деп аталатын кеуекті ортаның бұрынғы қасиеттерін есепке алумен түсіндіріледі. Бұл кеуекті ортадағы сұйықтық ағынының динамикасына процестің  қазіргі күйі ғана емес, оның бұрынғы күйлері де әсер етеді деген болжамға негізделген. 

Әрі қарай, еркін сұйықтық ағыны  облысында орын алады деп есептейміз, ол стационарлық емес Стокс теңдеулерінің бөлшек ретті жалпылауымен сипатталады:


		

		








мұнда бүтін ретті уақыт туындысын сәйкес  бөлшек ретті туындымен ауыстыру арқылы алынады, мұндағы  және  – сұйықтықтың жылдамдығы мен кинематикалық қысымы,  – кернеу тензоры,   – деформация тензоры,  – сұйықтықтың кинематикалық тұтқырлығы, – ағу немесе бастапқы дерек көзі . Бөлшек ретті туындыны Стокс теңдеуіне қосу келесі зерттеулерде қарастырылады [44-46].
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Ұсынылған теңдеулерді кеуекті ортадағы және жалпы процестегі  ұзақ мерзімді өзгерістерді ескере отырып, классикалық Стокс-Дарси теңдеулерінің жалпылауы ретінде қарастыруға болады. Мысалы, (1.1) – (1.5) бөлшек ретті теңдеулердің маңызды қолданылуы қан айналымының күрделі процесін түсінуге байланысты болуы мүмкін. Oнда тамырішілік ағын бөлшек ретті Стокс теңдеуімен сипатталады, ал тамырдан тыс ағын Дарсидің бөлшек ретті теңдеуі арқылы беріледі.
Дарси облысы мен Стокс облысының сыртқы шекараларында келесі шекаралық шарттар қойылады:


	




бұл жерде,  –  шекарасындағы ішкі бірлік нормаль вектор, және шекарасына келесі шарттар қолданылады:


		

		

		






бұл жерде  – Биверс-Джозеф-Саффман өлшемсіз тұрақтысы,  – шекарасындағы ішкі бірлік нормаль вектор, және  –  шекарасындағы бірлік жанама векторларының ортонормаланған жүйесі.

Бұл шекаралық шарттар кеуекті орта мен сұйықтық шекарасына  параллель ағындар үшін тұжырымдалған,  сондықтан бұл шекаралық шарттар өнеркәсіптік фильтрация сценарилерінде кезедесетін  шекарасыдағы ағынның еркін бағыттары үшін жарамсыз болып табылады.  Кеуекті орта қабатында ағынның ерікті бағыттары үшін дәл емес нәтижелер беруіне қарамастан, бұл шарттар әлі де әдебиеттерде кеңінен  қолданылады. Теориялық қағидаларға негізделген модельдің белгісіз параметрлерін іріктеуді талап ететін тағы бір шакаралық шартқа балама түйіндестік шарты жатады. Бұл шекаралық шарт  кеуекті орта мен сұйықтық ағыны шекарасындағы ерікті ағындар үшін қолданылған модельдің нақытылығын шектейтіндіктен жарамайды.
Сонымен қатар, жақында Биверс-Джозеф шартын жалпылай отырып, изотропты кеуекті орта үшін классикалық массаның сақталу заңын  және қалыпты күш тепе-теңдігін көрсететін жалпыланған шекаралық шарттар енгізілді [45, б, 4696]. Бұл шекаралық шарттар  ағыс бағытына сәйкес ұйғарымдар бойынша  кеуекті орта қабатының параллель ағындары үшін жарамды, бірақ олар кеуекті орта қабатындағы еркін ағындар үшінде пайдалануға болады және ешқандай белгісіз параметрлерді қажет етпейді. Жалпыланған шекаралық шарттардағы тиімді коэффициенттер байланысқан ағын жүйесінен алынған кеуекті ортаның геометриялық деректерін пайдалана отырып, сандық түрде есептеледі.


 арқылы белгіленген гидравликалық өткізгіштік тензоры сұйықтық ағынының күрделі сипатын көрсетеді. Зерттеулер бойынша, гидравликалық өткізгіштік судың топыраққа немесе тау жыныстарына қаншалықты оңай енетінін өлшейді, оның жоғарғы мәндері судың оңай өтуіне мүмкіндік беретін материалдарды көрсетеді, ал төменгі мәндері өткізгіштігі аз материалдарды көрсетеді. Гидравликалық өткізгіштікке әртүрлі факторлар әсер етеді: топырақ құрылымы, түйірөлшемдік құрылымы, беттің кедір-бұдырлығы, су жолдарының иректелуі. Белгілі бақылауға берілген ортада гидравликалық өткізгіштік изотропты және анизотропты сипаттамаларға ие бола алады. Изотропты гидравликалық өткізгіштік барлық бағыттар бойынша біркелкі таралады, бұл оны математикалық түрде скаляр шамасы бар, бірақ нақты бағыты жоқ шама ретінде көрсетеді. Керісінше, анизотропты өткізгіштік берілген бақыланатын ортада әртүрлі бағытта өзгереді. Изотропты орталар үшін гидравликалық өткізгіштік матрицасы симметриялы квадраттық құрылымға ие. Зерттеушілер арасында барлық материал және сұйықтық параметрлері біркелкі оң және шектелген, ал  симметриялы оң матрица болады деген жалпы келісім бар. Күрделі гетерогенді ортадағы сұйықтық ағынын зерттеу кезінде гидравликалық өткізгіштікті нақты анықтау мүмкін емес. Сондықтан бұл параметрді кездейсоқ деп қабылдау орынды.




 – толық ықтималдық кеңістігі болсын, мұндағы  – элементар оқиғалар кеңістігі,  – оқиғалардың сигма алгебрасы,  –  ықтималдық өлшемі. Бұл жұмыста гидравликалық өткізгіштік логнормальді  үлестірім арқылы модельденеді:


		





бұл жерде кейбір  үшін   –  нөлдік математикалық күтімге ие Гаусс кездейсоқ үлестірімі . Егер  тензор болса онда (1.9) теңдеуі әр құрушысы бойынша жазылады. Төмендетілген Карунен-Лев жіктелуін пайдаланып логнормальды үлестірілген гидравликалық өткізгіштік тензорының жазылуын көрсетейік [1, б. 893]:


		






бұл жерде   –  кездейсоқ шаманың математикалық күтімі ,  –  нөлдік математикалық күтімі және бірлік дисперсиясы бар жұптық корреляцияланбаған нақты кездейсоқ шамалар,  және  – оның меншікті мәндері және оларға сәйкес меншікті векторлары. Онда гидравликалық өткізгіштік тензорын келесі түрде ұсынамыз: 


		





бұл жерде  гидравликалық тензоры  тәуелді екенін анық көрсетеміз. Осылайша,   тензорын  кездейсоқ векторлар түрінде жазуға болады.







 кездейсоқ шамасын шектелген деп есептеп, оның  бейнесін  деп белгілейміз.  арқылы анықтайық және кездейсоқ  векторында шектелген бірлескен ықтималдық тығыздық функциясы  бар деп есептейік [73].


 тензорына сәйкес стохастикалық кеңістікте таңдалған өлшемі бар  шешімі мына түрде жазылады:


	




(1.8) байланысқан шекаралық шартындағы  үйкеліс коэффициенті  шекарасының бойындағы гидравликалық өткізгіштік тензорына тәуелді екенін ескереміз, сондықтан бұл шама да кездейсоқ болады. (1.6)-(1.8) шекаралық шарттарға байланысты ішкі облыстардағы теңдеулер күшті байланысқан, сондықтан барлық белгісіз  шамалар кездейсоқ болады:


	

Нәтижесінде біз келесі бөлшек ретті стохастикалық бастапқы шекаралық шартты есептің қойылымын аламыз.



[bookmark: Есеп_1]1.1 есебі.  облысында барлық дерлік жерде келесі шарттарды қанағаттандыратын  және  кездейсоқ функцияларын табыңыз:


		

	  	

		


		

	  	

	   	


		

		

		


		

		

Осылайша (1.12) – (1.22) теңдеулері стохастикалық Стокс-Дарси моделін сұйықтық ағыны процесінің бұрынғы қасиеттерін есепке алу үшін бөлшек туындыларды енгізу арқылы жалпылайды.
Стохастикалық Стокс-Дарси теңдеулерінің аналитикалық шешімін алу олардың күрделілігіне байланысты көп жағыдайда мүмкін емес. Демек, сандық әдістер осы теңдеулерді шешудің негізгі тәсілі ретінде қызмет етеді. Ғылыми әдебиеттерде стохастикалық Стокс-Дарси моделін жүзеге асырудың әртүрлі әдістері зерттелген, мысалы, Монте-Карло әдісі [3, б. 248], стохастикалық коллокация әдісі [1, б. 900], көп торлы көп деңгейлі Монте-Карло әдісі [74], аралас көп масштабты ақырлы элементтер әдісі [31, б. 37]. Сонымен қатар, ансамбльдік тәсіл [32, б. 104490] барлық модельдер үшін Стокс-Дарси теңдеулерін бір уақытта шешуге мүмкіндік береді, бұл есептеу шығынын айтарлықтай төмендетеді. 

1.2 [bookmark: _Toc204103636]Есептің әлсіз қойылымын енгізу




Лебег және Соболев кеңістіктерінің стандартты белгілеулері қолданып,  кеңістіктеріндегі скаляр көбейтулерді сәйкесінше  арқылы белгілейміз [75]. Сонымен қатар,  белгілеуі және осыған ұқсас  белгілеулері қолданылатын болады. Келесі кеңістіктерді енгіземіз:


		

		

		


 болсын, онда норма келесі түрде анықталады:


	




1.1 есебінің қойылымын алу үшін (1.15), (1.16) және (1.17) теңдеулерін сәйкес  және  еркін елементтерге көбейтеміз, содан кейін алынған теңдеулерді  облыстары бойынша интегралдаймыз:


		

		

		

(1.14) шекаралық шартты ескере отырып (1.26) теңдеуінің сол жағындағы екінші қосылғышты бөліктеп интегралдаймыз:


	

Ары қарай, (1.27) теңдеуінің сол жағындағы екінші қосылғышты бөліктеп интегралдаймыз:


	




бұл жерде, – және  үшін Фробениус көбейтіндісі.


 симметриялық қасиетін ескере отырып, орындап келесі теңдікті аламыз:	


	

(1.27) теңдеуінің сол жақтағы үшінші қосылғышы үшін келесі теңдеуді аламыз:


	

Сондықтан (1.27) теңдеуінен келесі теңдікті аламыз:






(1.23) кеңістік анықтамасы бойынша  шекарасындағы интегралдар нөлге айналады.  шекарасындағы интегралдарды қарастырайық:


	

		


 векторының нормаль және жанама векторлары бойынша жіктелуін пайдалана отырып келесі теңдеуді аламыз:


	


Алынған түрлендірулерді ескере отырып,  белгілеулерін енгіземіз, есептің әлсіз қойылымын аламыз.


1.2 есебі. (Есептің әлсіз қойылымы) Келесі өрнекті қанағаттандыратын, барлық  үшін  жұбын табыңыз:


	

бұл жерде


		

және келесі белгілеуді енгіземіз


		

Келтірілген есептің қойылымы негізінде 2 және 3 бөлімдерінде  модельді жүзеге асыру үшін сандық әдістер құрылады.
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Осы бөлімді қорытындылай келе, қарастырылып отырған модельге байланысты негізгі мәселе оның сандық орындалуының күрделілігі болып табылатынын көреміз. Мысалы, жалпыланған көпмүшелікті хаосты жіктеуге негізделген стохастикалық Галеркин әдісін нақты шешімдерді айтарлықтай түрлендірусіз пайдалану бұл модельге қолдануға қиындық тудырады [2, б. 400]. Стохастикалық коллокация әдістері бұл кемшілікке ие емес, алайда, стохастикалық өлшемдердің ұлғаюымен түйіндер саны артады, бұл есептеу күрделілігінің айтарлықтай өсуіне әкеледі [76, 77]. Өте танымал Монте-Карло әдісін белгілі детерминирленген алгоритмдерді қолдануға мүмкіндік беретіндіктен және параллелизацияның жоғары әлеуеті бар болғандықтан іске асыру оңай, алайда жинақтылық реті өте төмен [3, б. 249]. Квази-Монте-Карло әдісі [78], көпдеңгейлі Монте-Карло әдістері [79, 80], центроидтық Вороной тақтайшалары [81], латын гиперкуб жинақтары [82] әдістері сияқты жылдам жинақталатын әдістерді дамытуға көп күш жұмсалды. Бұл әдістер қолданыстағы детерминирленген алгоритмдерді өзгертусіз пайдалануға мүмкіндік беретініне қарамастан, ұсынылған бөлшек ретті стохастикалық модельдің теңдеулерінің күрделі түрі жоғары есептеу шығындарына әкеледі. Сонымен қатар, белгісіздікті ескеріп статистикалық моменттерді алу үшін есепті осы әдістермен бірнеше рет шешуге тура келеді. Бұл кемшілік ансамбльдік алгоритмдерде ішінара жойылады, онда бірнеше есептерді шешудің орнына есеп барлық модельдер үшін бір уақытта шешіледі [83].

Соңғы жұмыста  сызықтық емес  мүшесін келесідей жуықтау арқылы қол жеткізілді:



	 



мұндағы  ансамбльдегі барлық жүзеге асырулар үшін орташа жылдамдық. Осы жуықтау нәтижесінде  коэффициенттері ансамбльдегі ағымдағы жүзеге асырудың  санына тәуелді емес. Демек, барлық жүзеге асырулар  үшін сызықтық теңдеулер жүйелері бірдей коэффициенттік матрицаға ие болады, бірақ оң жақтары әртүрлі болады. Бұл сызықтық теңдеулер жүйелері үшін есепті шешуді айтарлықтай жылдамдататын тиімді факторизация  әдістерін қолдануға мүмкіндік береді.
Өткізгіштік өрістерінде бөліктің айқын бөлінуі болмағандықтан, шектеулі ғаламдық ақпаратты пайдаланатын көп масштабты әдіс фильтрация есептерін шешудің тиімді әдісі болып табылады [31, б. 40]. Мысалы, кеуекті ортадағы сұйықтық қозғалысы есебі дөрекі торда стохастикалық аралас көп масштабты ақырлы элементтер әдісімен шешілді [31, б. 50]. Бұл тәсіл стохастикалық кеңістікте интерполяцияны қажет етпейді және дөрекі тордағы интерполяцияға негізделген тәсілдермен біріктірілуі мүмкін. Бұған қоса,  жергілікті және ғаламдық массаны сақтауды қамтамасыз ететін гетерогенді көпмасштабты әдіс аясында жаңа аралас көп масштабты ақырлы элементтер әдісі ұсынылған  [84]. Сонымен қатар, есеп пертурбация әдісіне негізделген стохастикалық ақырлы элементтер әдісімен шешілді [85]. [27, б. 109011] жұмысы белгісіздікті сандық бағалаудың үш алгоритмін ұсынады. 
Қарастырылып отырған ортаның күрделілігіне байланысты  кіріс параметрлері әлсіз сингулярлық арқылы сипатталады. Соңғы зерттеулер есептердің осы класын зерттейді және оларды шешу үшін ортогональды сплайн коллокация әдісіне  негізделген Sins-коллокация әдістерін ұсынды.  Кейбір еңбектерде Стокс-Дарси жүйесінің кездейсоқ гидравликалық өткізгіштік тензоры бар стохастикалық моделін енгізудің тиімді тәсілі ұсынылған, ол Стокс-Дарси жүйесін екі ішкі есепке бөлуге, сондай-ақ барлық іске асыру үшін коэффициенттердің ортақ матрицасын жинауға негізделген [3, б. 255]. Бұл тәсіл есептеулердің дәлдігіне әсер етпестен, нәтижелі сызықтық теңдеулер жүйесін шешуді айтарлықтай жылдамдатады. [3, б. 270] нәтижелеріне сүйене отырып, [28, б. 113934] жұмысында уақыт бойынша екінші ретті есептеу сұлбасы құрылды. [52, б. 140] жұмысында Лагранж көбейткіштерін қолданбайтын есепті шешудің тұрақтандырылған аралас әдісі ұсынылған. Сонымен қатар, кездейсоқ гидравликалық өткізгіші бар Стокс-Дарси моделі үшін сирек торлы стохастикалық коллокация әдісі құрастырылды [86]. Сондай-ақ  ансамбльдік облысты декомпозиция әдісі ұсынылады, оның ерекшелігі есептің шешімі әрбір детерминирленген сандық модель үшін коэффициенттердің ортақ матрицасы бар сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін шешуге келтіріледі [39, б. 223].
Соңғы зерттеулер бүтін уақыт туындылары бар Стокс-Дарси теңдеулері үшін жоғары ретті сандық сұлбаларды құруға бағытталған. Мысалы, [74, б. 110]-да [83, б. 273] нәтижесіне негізделген стохастикалық Стокс-Дарси теңдеулері үшін екінші ретті ансамбльдік сандық әдіс ұсынылған. Ли және т.б. екінші ретті бөлшек туындылы уақыт бойынша қадамдық әдісті құрастырды [87]. Qin et al. және Li et al. еңбектерінде есептеу көлемін ұлғайтпай жинақтылық ретін арттыру үшін уақыт сүзгісін  және  кері Эйлер сұлбасын біріктіретін сандық сұлба ұсынылды, BDF2 сұлбасына уақыт сүзгісін қолдану арқылы үшінші ретті сұлбаны алынды [88,89]. Сонымен қатар, уақыт бойынша үшінші ретті Адам-Моултон-Бэшфорт әдісін ұсынылды [90]. Әрі қарай, соңғы мақалалар Стокс-Дарси теңдеулерінің сызықты емес жалпылауларын облысты ыдырату әдістерін, оңтайландыру әдістерін және ерітіндінің ақырлы элементтер әдістерін қолдану арқылы зерттелді [91-93]. Басқа тиімді әдістерді атап өтетін болсақ, мысалы, оңтайлы гомотопиялық асимптотикалық әдіс [94, 95], ол бөлшек ретті уақыт туындылары бар дербес туындылы дифференциалдық теңдеулермен сипатталған сызықтық емес қасиеттерді  зерттеуге сәтті қолданылды [96, 97]. 
Келесі екі бөлімде зерттелетін бөлшек ретті туындылы стохастикалық модельді сандық жүзеге асырудың екі тәсілі ұсынылатын болады.
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Бұл бөлімде бөлшек ретті туынды үшін  ретті жуықтау формулаларын, жоғары ретті ақырлы айырымдық қатынастарды және кеңістік айнымалысы бойынша  есептің ақырлы элементті жуықтауларын қолдануға негізделген детерминирленген бөлшек ретті туындылы Стокс-Дарси теңдеулерін шешудің сандық әдісі ұсынылады. Сонымен қатар, сандық сұлбаны жасау кезінде барлық гидравликалық өткізгіштік үлгілері үшін детерминирленген есепті бір рет шешуге мүмкіндік беретін тиімді ансамбльдік әдіс қолданылды. Бұл тәсіл есептеу шығындары мен жадты пайдалануды айтарлықтай азайтты.
Құрылған сандық әдістің орнықтылығы мен жинақтылығының дәлелі, сондай-ақ теориялық талдауды тексеруге арналған есептеу эксперименттерінің нәтижелері келтірілген.
Әрі қарай, 2.4-бөлімде ұсынылған әдіс 1.1 стохастикалық есепті шешуге қолданылады. Сонымен қатар, ұсынылған алгоритмнің әрбір кезеңіне қажетті уақыттың талдауы берілген. Осы талдау негізінде әдісті іске асырудың параллельді алгоритмі ұсынылады.
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(1.11) формула бойынша туындаған гидравликалық өткізгіштіктің   үлгілерінің бірін   арқылы, ал 1.1 есептің сәйкес шешімін   деп белгілейік.






Берілген  үшін 1.1 есепті шешу үшін сандық әдістің екі кезеңін құрастырамыз. Біріншіден, уақыт айнымалысына қатысты есепті дискретизациялаймыз. Ол үшін  уақыт дискретизациясының параметрі үшін  уақыт интервалының біркелкі бөліктеуін енгіземіз, ал  белгісі  - ші уақыт қабаты ретінде қарастырылатын болады. Сондай-ақ ыңғайлы болу үшін   белгіуін енгіземіз.



Жалпы алғанда, біздің есептеу әдісіміздің құрлысы осы әдістің дәлдігін арттыру мақсатында есепті әртүрлі уақыт қабаттарында дискреттеу үшін бірнеше тәсілдерді қолдануға негізделген. Бірінші тәсіл алғашқы  және  уақыт қабаттарына Crank–Nicolson типті жуықтауды қолдануға негізделген [73, б. 2309]. Жоғары ретті жуықтау формулаларын пайдалануға негізделген екінші тәсіл қалған  уақыт қабаттарын қамтиды. Атап айтқанда, үшінші уақыт қабатынан бастап бөлшек ретті туындыларды жуықтау үшін [98] жұмысынан келесі нәтижелерді қолданамыз.



Лемма 1.  ретті Капуто мағынасындағы  бөлшек ретті туындының  дискеретті аналогы келесі түрде беріледі [98, б. A2699]

	

		

бұл жерде


	


 болған жағдайда:




және





мұндағы  төмендегі бағалауды қанағаттандырады:





 коэффициенттерінің қасиеттері [98, б. A2710] жұмысында мұқият зерттелген. Төмендегі лемма ұсынылған сандық сұлбаның орнықтылығы мен жинақтылығын дәлелдеу кезінде қолданылатын қасиеттерді жинақтайды.

Лемма 1.2.   коэффициенттері келесі қасиеттерге ие :




Бірінші және екінші уақыт қабаттарындағы бөлшек ретті туындыларды жуықтау келесі леммада тұжырымдалған басқа формула бойынша жүзеге асырылады.



Лемма 2.2.  ретті Капуто мағынасындағы  бөлшек ретті туындының  дискеретті аналогы келесі түрде беріледі [99]: 


		

бұл жерде 


	


мұндағы  төмендегі бағалауды қанағаттандырады:






1.2  және 2.2 леммаларының нәтижелерін біріктіре отырып, - ші уақыт қабатындағы  бейсызықты формасы үшін келесі қатынас орындалады деген қорытындыға келеміз:


		

бұл жерде,


		

Әрі қарай (1.30) қосылғыштарын  төменде көрсетілгендей түрлендіреміз:


		

		

		

бұл жерде


	

	

	


Бұл жерде  –  жасалған үлгілердің жалпы саны. (2.3)-(2.7) жуықтауларын қолдану және төмендегі белгілеуді енгізу арқылы


		

 1.3 есебін келесі жолмен қайта жазамыз.





2.1 есебі. дербес жағыдайында және берілген  үшін шешімі болсын. Кез келген үшін келесі сәйкестіктерді қанағаттандыратын  жұптарын табыңыз:


І жағдай: :


		


ІІ жағдай: :


		









Енді есепті кеңістіктік айнымалыларына қатысты дискретизациялаймыз. Ол үшін үшбұрыштардан, төртбұрыштардан, призмалардан немесе параллелепипедтерден тұруы мүмкін  және  облыстарына сәйкес  және  бөліктеулерін енгіземіз және болсын.  арқылы  ақырлы элементтер кеңістіктерін белгілейік, бұл кеңістіктердегі кез келген ,  үшін келесі жуықтау қасиеттері орындалады: 


		

(2.9) және (2.10) қателік мүшелерін алып тастау арқылы келесі дискретті есепті алуға болады.






2.2 есебі. Дербес жағдайда,  векторы (1.21)-(1.22)  бастапқы шарттарының  - проекцияларынан құралсын және берілген  үшін   белгілі болсын. Кез келген үшін келесі сәйкестіктерді қанағаттандыратын  жұптарын табу керек:

I жағдай:  үшін:


		


ІI жағдай:  үшін:


		


[83 , б. 276] жұмысында ұсынылған (2.12) және (2.13) дискретті сұлбаның артықшылығы қатаңдық матрицасы барлық  сандық жүзеге асырулар үшін бірдей болады. Алгоритмді жүзеге асыру кезінде сызықтық алгебралық теңдеулер жүйелерінің тек оң жақтары ғана ерекшеленеді. Бұл теңдеулер жүйесін шешудің тиімді әдістерін қолдануға және есептеу ресурстарын үнемдеуге мүмкіндік береді. Сандық жүзеге асырулардың қосымша мәліметтері төменде талқыланады.
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Енді гидравликалық өткізгіштіктің берілген  үлгісі үшін ұсынылған (2.12), (2.13) сандық әдістің орнықтылығын дәлелдеуге көшейік. Негізгі нәтижелерді алу кезінде қарастырылып отырған жағдайда 1.1 есепке талдау жүргізу үшін оның туындыларының саны жеткілікті бірегей шешімі бар деп есептейміз.
 Алдымен, негізгі нәтижелерді алу үшін қолданылатын келесі белгілі теңсіздіктерді көрсетейік:


		

		

		

Негізгі нәтижелерді алу үшін келесі Gronwall леммасы бірнеше рет қолданылады.


2.4 лемма. Теріс емес  қатарлары  теңсіздігін қанағаттандырсын. Онда келесі теңсіздік орындалады:


	



Алдымен  жағдайын қарастырайық.  белілеуі мүмкін болатын төменгі индекстерімен берілген таңбасы әр жағдайда әртүрлі мәндерді қабылдауы мүмкін оң тұрақтыны білдіреді.


2.5 лемма. Берілген  үшін   жұбы  2.2  есептің шешімі болсын. Онда бастапқы деректерге және теңдеулердің оң жақтарына қатысты (2.12)-(2.13) сандық әдісінің алғашқы екі уақыт қабаттарындағы орнықтылығын білдіретін келесі теңсіздік орындалады:


	

бұл жерде,


	



мұндағы   оң тұрақты, ол тек бөлшек ретті туындылардың  ретінен тәуелді.

Дәлелдеуі. Келесі теңдікті алу үшін (2.12) теңдігінен  болатындай таңдап алайық:


		

(2.17) теңдігінің мүшелерін бағалап көрейік.  (2.8) белгілеуі бойынша (2.17) теңдеуінің сол жақтағы бірінші мүшесін келесідей бағалаймыз:
	

		

және


		

	



мұндағы  тек -дан тәуелді оң тұрақты. (2.17) теңдеуіндегі сол жақтағы екінші мүшеcін Корн леммасын пайдаланып келесі бағалауды аламыз:


		

Әрі қарай, (2.14), (2.15) теңсіздіктері бойынша келесі теңсіздікті аламыз:


		

(2.15), (2.16) теңсіздіктерін қолдана отырып, келесі теңсіздікті аламыз:


		





-жеткілікті аз шама, ал -  және  облыстарынан тәуелді тұрақты. (2.18)-(2.22) теңсіздіктерін пайдаланып, (2.17) теңдеуінен келесі теңсіздікті аламыз:


		

және


		

(2.24) теңсіздігінің оң жақтағы алғашқы екі мүшесіне (2.23) теңсіздігін қолданып, келесі теңсіздікті аламыз:
  

		

Осылайша, (2.23) және (2.25) теңсіздіктерін біріктіру арқылы лемманың дәлеледеуіне келеміз.

Негізгі нәтижені алмас бұрын    жағыдайында бөлшек ретті қосылғышты бағалау үшін қолданылатын келесі қосымша лемманы дәлеледейміз.

Лемма 2.6.  үшін келесі теңсіздік орындалады:


		



бұл жерде , .


Дәлелдеуі. (2.4) теңдеуінде  таңдаймыз және (2.1) жіктелуін қолданамыз:


	

Ары қарай, (2.16) және Коши теңсіздіктерін қолданамыз:


		






 үшін ,  болатыны  2.1 леммадан шығады,  теңсіздігі орындалатыны анық көрініп тұр. Бұл жағдайда лемманың дәлелдеуін алу үшін  болатындай етіп алу жеткілікті. 
Енді ұсынылған әдістің орнықтылығын дәлелдейік.

Теорема 2.1.  жұбы 2.2 есебінің шешімі болсын. Онда 1.2 ұйғарымы орындалған кезде келесі теңсіздік орындалады:


	

бұл теңсіздіктен бастапқы деректер және (1.12), (1.15) теңдеулерінің оң жағы бойынша  сандық әдістің орнықтылығы шығады, бұл жерде


	



мұндағы   оң константа, ол тек бөлшек ретті туындының  ретінен тәуелді.

Дәлелдеуі. (2.13) өрнегінен  болатындай етіп аламыз:


		


(2.14)-(2.16) теңсіздіктерін және 2.6 лемманы қолданып 2.5 лемманы дәлелдеген сияқты  қосылғыштарын бағалаймыз:




















мұндағы  вектордың 2-нормасын білдіреді.
Онда, алынған теңсіздіктерді ескере отырып, (2.28)-ден келесі теңсіздікті аламыз:


	

(1.39)  ұйғарымын қолдана отырып, келесі теңсіздікті аламыз:


	


бұл жерде - келесі тұрақтылардан тәуелді оң тұрақыты:


	

және


	




Ары қарай, (2.4) лемманы қолдана отырып,  үшін  және  қосылғыштарын бағалап, келесі қортынды теңсіздікті аламыз:








Осылайша, 2.4 лемма бойынша теореманың дәлелдеуін аламыз.
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Келесі теңсіздіктерді қанағаттандыратын , ,  проекцияларды қарастырайық:


		

		

		

Келесі белгілеулерді енгіземіз:


		


Бұл жерде  индексі уақытша алынып тасталды.





Бірінші және екінші уақыт қабаттарындағы уақыт айнымалысы бойынша  жинақтылық ретін арттыру үшін  және  аралықтарында кішірек уақыт қадамы таңдалады. Дербес жағыдайда,  болатын санды  санының ең кіші бүтін саны деп есептесек, біз келесі  ішкі қадамын енгізе аламыз:


		


бұл жерде .

Алдымен  жағдайын қарастырайық.




Лемма 2.7. Берілген  үшін  үштігі 2.2 есебінің шешімі,  ал  үштігі 2.1 есебінің шешімі болсын. Онда  үшін келесі бағалау орынды:

	




бұл жерде , ал  мен  параметрлері (2.11)-ден анықталған.


Дәлелдеуі.  ішкі қадамымен (2.9) және (2.12) теңдеулерінің арасындағы айырманы қарастырайық. Содан кейін (2.33) белгілеулерін пайдаланып,  таңдау арқылы келесі теңдеуді аламыз: 


		

2.5 лемманы дәлелдегенде қолданылған әдісті пайдаланып, (2.35) қосылғыштарын бағалайық. (2.35) теңдеуінің сол жағындағы бірінші және екінші қосылғыштары үшін бізде келесі бағалаулар алынады:






Үшінші, төртінші және бесінші мүшелер үшін келесі бағалауларды аламыз:


	





 және  екенін ескере отырып, (2.35) оң жағындағы бірінші мүшесі келесідей бағалаймыз:






Қалған мүшелер келесідей бағаланады:














Алынған теңсіздіктер мен (2.11) жуықтау қасиеттерін ескере отырып, элементар түрлендірулерден кейін келесі теңсіздікті аламыз:


		

және 


		



(2.36) мен (2.37) бағалауларын біріктіре отырып келесі бағалауды аламыз:






 бұл жерде  . Соңында  қатынасты ескере отырып, лемманың дәлелдеуін аламыз.
Біз енді осы бөлімнің негізгі теоремасын дәлелдейміз.





Теорема 3.  арқылы белгілейік және  болсын.  үшін  үштігі 2.2 есебінің шешімі, ал  үштігі 2.1 есебінің шешімі болсын. Онда келесі бағалаулар орынды:


		







Бұл бағалау дифференциалдық есептің шешіміне жуық шешімнің жинақталуын білдіреді, бұл жерде  мен  айнымалылары (28) теңсіздіктерінен анықталады.  және  жағыдайында келесі бағалау орынды:


		


Дәлелдеуі. (2.13) теңдігінен (2.10) теңдігін алып, (2.33) белгілеулерін қолдана отырып,  арқылы келесі теңдеуді аламыз:








	

(2.40) теңдеуінің мүшелерін бағалайық. 2.7 леммада қолданылған әдістерді қолдана отырып, келесі бағалауды аламыз:


	

(2.29) теңсізідгін алуға қолданған тәсілдерді қолдана отырып, келесі теңсіздікті аламыз:







(2.7) леманның нәтижесін қолдану арықылы және α ≤ β жағыдайын ескере отырып, келесі теңсіздікті аламыз:




Соңында, (2.4) леммасын қолдана отырып, келесі бағалауды аламыз:




бұл  теңсіздіктен   (2.38) теңсіздігінің бағалауын аламыз. (2.39) теңсізідігі де осыған ұқсас жолмен дәлелдененді.

[bookmark: _Toc204103643]2.3 Дискретті сұлбаны жүзеге асыру







 –  өткізгіштік тензоры,  – бөлшек туынды реттері,  – бастапқы деректер,  – функциялары,  – тұрақтылары және  – дискретизация параметрі белгілі деп есептейік. (2.12) және (2.13) дискретті сұлбаның -ші жүзеге асуын шешу үшін келесі алгоритмді ұсынамыз.

2.1 алгоритм.  (дискретті сұлбаны жүзеге асыру алгоритмі):


1. Бірініші () және екінші () уақыт қабаттары үшін:


1.1. (2.34) сәйкес  мен  уақыт кесіндісінде 


	

ішкі уақыт қабаттарын енгіземіз. 


1.2 Ағымдағы  үшін  коэффициенттерін есептейміз.





1.3 мен (2.12) теңдеуіне сәйкес барлық  үшін  облысында  қысым мен  жылдамдық векторын табамыз, немесе балама түрде:


		






 және  мен (2.12) теңдеуіне сәйкес барлық  үшін   облысында  пьезометриялық қысымды табамыз, немесе балама түрде:


		


2.  басқа уақыт қабаттары үшін:

2.1 (2.44) және (2.45) шығатын  коэффициенттерін,


		 



суммаларын, сондай-ақ ,  ақырлы элементтер функцияларын есептейміз.





2.2 мен (2.13) теңдеуіне сәйкес барлық   үшін  облысында  және  жылдамдық векторы мен қысымды табамыз, немесе балама түрде:


		







2.3. мен (2.13) теңдеуіне сәйкес барлық   үшін  облысында   қысымды табамыз, немесе балама түрде:


		

Ақырлы элементтер әдісінің әрі қарай жүзеге асырылуы жақсы белгілі (мысалы, [100] қараңыз).

[bookmark: _Toc204103644]2.4 Есептеу нәтижелері
[bookmark: _Toc204103645]2.4.1 Жинақтылық ретін тексеру
Бұл бөлімде теориялық зерттеулермен сандық эксперименттердің сәйкестігін көрсету үшін сандық эксперименттердің нәтижелерін ұсынамыз. Алғашқы сандық сынақтардың мақсаты эмпирикалық жинақтылық тәртібі мен бөлшек туындылардың реттері арасындағы байланысты анықтау, сонымен қатар эмпирикалық жинақтылық ретін 2.2 теоремада алынған теориялық жинақтылық тәртібімен салыстыру.


	






облыстарын қарастырайық.  облысында , ,  ,  кіріс деректерімен 1-есепті қарастырайық, мұндағы теңдеулердің оң жақтары мен бастапқы шарттар келесі нақты шешімнен анықталады:
















Кесте 1 -  мен  кездегі кездейсоқ  тензорларымен шығарылған есеп үшін   қателіктері және жинақтылық реті.
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Сандық сұлбаның эмпирикалық жинақтылық ретін табу үрдісін сипаттайық. 1 кестенің бірінші бағанында көрсетілген   уақытты дискретизациялау параметрлерінің жиынын қарастырамыз және диаметрі  болатындай ақырлы элементтер торын жасаймыз. Әрі қарай 1 есепте көрсетілген дискретизация параметрлерімен бірнеше рет шешеміз және сәйкес  қателерін бағалаймыз. Содан кейін эмпирикалық жинақтылық реттері келесі формула арқылы есептеледі:


	




Кесте 2 - Бекітілген , кездейсоқ  және  параметрлерімен шығарылған есептің   қателіктері және жинақтылық реті
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LBB шартын қанағаттандыратын белгілі барлық сандық сынақтарда Тейлор-Худ элементтерін қолданамыз.






Есептің стохастикалық сипаты оны әртүрлі кіріс деректерімен бірнеше рет шешуді талап етеді. Алайда, біз осы тарауда екі қарапайым жағдаймен шектелеміз. Бірінші жағдай тек  гидравликалық өткізгіштік тензорының құрамдас бөліктерін кездейсоқ параметрлер деп есептейміз. Нақтылық үшін диагональ құраушылары  тұрақты болатын тензорлар жиынын қарастырайық, содан кейін әрбір  үшін 1 есепті  рет шешеміз. үшін қателерді есептеу нәтижелері, сондай-ақ эмпирикалық жинақтылық реті 1 кестеде көрсетілген.


Бөлім бойынша бөлшек туындылардың реттері  қатынасын қанағаттандырады деп болжанады. Бұл жады әсерлерінің ықпалы сұйықтықтың еркін ағыны аймағында әдетте өте аз болуымен байланысты, сондықтан -ны 1-ге жақын қабылдау керек. Кеуекті ортада әдетте мүлдем басқа жағдай байқалады, өйткені оның қасиеттері уақыт бойынша өзгереді, бұл осы ортадағы ағынның сипатына айтарлықтай әсер етуі мүмкін [79, б.259].


Осылайша, бұл сандық сынақта анықтық үшін  және  жағдайын қарастырамыз. Ыңғайлы болу үшін таңдалған параметрлерге сәйкес жақша ішінде 2 теоремада болжанған жинақтылық реттері берілген. 



Екінші жағдайда тек бөлшек туындылардың реттері кездейсоқ параметрлер болып табылады. Бұл орта қасиеттерінің белгісіз болуы мүмкін екендігіне байланысты. Дәлірек айтқанда, жадының ағын процесіне әсер ету дәрежесін біржақты анықтау мүмкін емес. Сондықтан зерттеуде  параметрі бекітілген және  параметрі әр түрлі  мәндерін қабылдайтын қарапайым жағдай қарастырылады. Сәйкес есептеу нәтижелері 2 кестеде көрсетілген.
Екі есептеу экспериментінің нәтижелерінен эмпирикалық жинақтылық реті 2.2 теоремада болжанған теориялық жинақтылық ретімен толық сәйкес келетіні шығады.

[bookmark: _Toc204103646]2.4.2 Бөлшек ретті стохастикалық Стокс-Дарси моделін жүзеге асыру үшін сандық әдісті қолдану
Бүтін уақыт туындылары бар стохастикалық Стокс-Дарси моделі үшін есепті кездейсоқ енгізу параметрлерімен бірнеше рет шешу қажеттілігіне байланысты қатаңдық  матрицасын құрастыру есептеу процесінің негізгі кедергісі екені белгілі [3, б. 272]. Сондықтан белгілі ансамбль әдісі есептің есептеу күрделілігін айтарлықтай төмендетеді, өйткені ансамбльдің барлық іске асырулары үшін бірдей қатаңдық  матрицасы қолданылады.
Стохастикалық Стокс-Дарси моделінің бөлшек ретті жалпылауына бұл тұжырымды қолдану толығымен дұрыс емес. Бұл (18) және (19) дискретті бөлшек туындыларды бағалау қатаңдық матрицасын құрастыруға қарағанда үлкен күрделі есептеу тудыратынына байланысты. Бұл күрделілік уақыт қабатының санының ұлғаюымен айтарлықтай артады. Бұл тұжырымды қарапайым мысалмен көрсетейік.










 және  тең болатын  уақыт бөліктері параметрлерінің жиынын қарастырып,  болатындай ақырлы элементтер торларын құрамыз, содан кейін 3.1 бөлімде зерттелген есепті кездейсоқ гидравликалық өткізгіштік тензорлары  көмегімен шешеміз. (2.1) және (2.2) бойынша дискретті бөлшек туындыларды бағалауға, сондай-ақ  және  үшін ақырлы элементтер функцияларын құруға қажетті уақыт  үшін  миллисекундқа (3-кесте) жуық уақытты алғанын ескере отырып, бұл процессордың жалпы уақытының -нан аз екенін көреміз. 


Дегенмен, ұсақ торда көрсетілген деректерді есептеу, , жалпы процессор уақытының шамамен ын қажет етті.
Сондықтан, ұсынылған ансамбль алгоритмімен бірге әрбір уақыт қабатының орындалуына дейін дискретті бөлшек туындыларды есептеу ансамбльдің барлық іске асырулары үшін бір уақытта орындалатындай 1 алгоритмін кеңейтеміз [83, б. 285]. Кеңейтілген алгоритм 2 алгоритмде берілген.


Кесте 3 - жағдайында дискретті бөлшек туындыларды бағалау уақыттары

	
	


еркіндік дәрежелері

	
 және  бағалауы
	
 және  үшін АЕ функцияларын құрастыру
	
(2.1) және (2.2) бойынша дискретті бөлшек туындыларды АЕФ құрастыру

	барлығы


	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	




2.2  алгоритм  (Стохастикалық есептің жүзеге асырылуы)


1. Есептің детерминирленген  кіріс деректерін, кездейсоқ үлгілер санын, сондай-ақ кездейсоқ физикалық деректерді құру үшін пайдаланылатын кездейсоқ параметрлердің математикалық күтімін және дисперсиясын есептейміз.


2.  үшін  кездейсоқ параметрлерді құрамыз.



3. Әрбір  нөмірі үшін 1 алгоритмнің 1.1–1.4 қадамдарына сәйкес алғашқы екі уақыт қабатындағы  және  мәндерін табамыз.

4.  басқа уақыт қабаттары үшін:



4.1. Барлық  үшін  коэффициенттерін, (2.43) қосындыларын , сондай-ақ  ақырлы элементтер функцияларын параллель есептейміз.



4.2. (2.44) сәйкес  үшін қатаңдық матрицасының және теңдеудің оң жағы мүшелерін есептейміз. Қалған  үлгі сандары үшін теңдеудің оң жағындағы мүшелерді бағалаймыз. Содан кейін бірдей матрицалары бар теңдеулер жүйесін шешеміз.



4.3. (2.45) сәйкес   үшін қатаңдық матрицасының және теңдеудің оң жағының мүшелерін есептейміз. Қалған  үлгі сандары үшін теңдеудің оң жағындағы мүшелерді бағалаймыз. Содан кейін бірдей матрицалары бар теңдеулер жүйесін шешеміз.


4.2 және 4.3 қадамдарының нәтижесінде  сандық жүзеге асырулары үшін -ші уақыт қабатындағы шешім алынады.

5. Стохастикалық есептің алынған  шешімдеріне сүйене отырып, статистикалық моменттерді бағалаймыз.
2 алгоритмдегі 4.2 және 4.3 қадамдары да интегралдық қосылғыштарды бір-біріне тәуелді емес болғандықтан параллель орындалады.
Енді ұсынылған алгоритм арқылы жүргізілген кейбір сандық сынақтардың нәтижелерін талдап көрейік. Сандық сынақтар 2,20 ГГц тактілік жиілігі және 64 ГБ жедел жады бар 24 ядролы Intel(R) Xeon(R) E5-2650 процессоры бар жұмыс станциясында жүргізілді



Кездейсоқ өткізгіштік тензорларының  және  үлгілерін қарастырамыз. Бөліктеу қадамы  болып таңдалды және 2.4.1. бөлімдегідей триангуляция  жасалды. 


Кесте 4  - жағдайында дискретті бөлшек туынды бағалау уақыты (секундпен)

	

	Тізбекті алгоритм
	Параллель ансамбль алгоритмі
	 Екі алгоритьмнің қатынасы

	1
	2.68
	-
	-

	2
	6.81
	3.71
	1.83

	5
	13.45
	5.15
	2.61

	10
	24.52
	6.51
	3.76

	50
	120.15
	28.04
	4.28

	100
	276.73
	53.45
	5.18

	500
	1470.68
	223.14
	6.59

	1000
	2823.43
	419.69
	6.73



Біріншіден, есеп ансамбльдік тәсілді қолданбай барлық үлгілер үшін жеке шешілді. Есептерді шешуге қажетті жалпы уақытты өлшеу нәтижелері 4 кестенің «Тізбекті алгоритм» бағанында келтірілген. Бөлшек ретті стохастикалық Стокс-Дарси моделін іске асыру 1000 кездейсоқ үлгі үшін шамамен 47 минутты алғанын көруге болады. Содан кейін ансамбльдік тәсілді және дискретті бөлшек туындыларды параллельді есептеу техникасын біріктіріп қолдану арқылы эксперимент жүргізілді.
4-кестенің «Параллельді ансамбль алгоритмі» бағанында берілген нәтижелерден үлгілердің бірдей саны үшін есептеу уақыты шамамен 7 минутқа дейін қысқарғаны көрініп тұр. Осылайша, алгоритмді жеті есеге жуық жеделдетуге қол жеткізілді.

[bookmark: _Toc204103647]2-бөлім бойынша қортынды
Қорытындылай келе, бұл бөлімде құрастырылған әдіс бастапқы жұмыстарға (3.6) қарағанда уақыт бойынша жинақтылықтың жоғары ретіне ие екенін атап өтеміз. Бұл белгілі нақты шешімі бар сынақ есебі бойынша сандық сынақтармен расталды. 2.1 леммада берілген бөлшек туынды үшін жуықтау формуласын қолданудың [88, 90] жұмыстардан айырмашылығы, теңдеуде уақыт бойынша бүтін туындыларды қамтитын жинақталудың жоғары ретіне қол жеткізуге мүмкіндік бермеді. Бұл шектеуді бөлшек туындылардың жоғарырақ жуықтауларын пайдалану арқылы жоюға болады (мысалы, [101] қараңыз).
Сынақ мысалында параллельді ансамбльдік тәсілді жүзеге асырған кезде есептеудің жеті есеге жуық жылдам есептелуіне көз жеткіздік. Бұл нәтиже [3, б. 273] жұмыста алынған нәтижеге жақын, мұнда ансамбльдік тәсіл бүтін уақыт туындылары бар стохастикалық есепте CPU уақытының 88% үнемдеді. Алайда, жоғарыдағы жұмыстан айырмашылығы, біздің есебімізде процессор уақытының көп бөлігі дискретті бөлшек туындыны есептеуге жұмсалады. Бұл ерекшелік уақыт қабаттарының саны мен еркіндік дәрежелерінің саны артқан сайын айтарлықтай байқалады.


[bookmark: _Toc204103648]3 СТОХАСТИКАЛЫҚ СТОКС-ДАРСИ МОДЕЛІНІҢ БӨЛШЕК РЕТТІ  ЖАЛПЫЛАУЫ ҮШІН СИРЕК ТОРЛЫ СТОХАСТИКАЛЫҚ КОЛЛОКАЦИЯ ӘДІСІ



Бұл бөлімде бөлшек ретті стохастикалық Стокс-Дарси моделінің басқа тиімді сандық әдісін ұсынамыз. Сандық әдісті құру сирек торлы стохастикалық коллокация әдісін, ақырлы элементтерді/ақырлы айырымдарды дискретизациялауды, бөлшек ретті Капуто туындысы үшін жылдам сандық алгоритмді және үнемді ансамбль әдісін біріктіріп пайдалануға негізделген. Әрі қарай детерминирленген сандық әдістің  реті құрастырылды, мұнда  бөлшек ретті туындылардың реті, оның орнықтылығы мен жинақтылығы қатаң түрде дәлелденді және сандық сынақтармен расталды. Соңында, ансамбльдік әдісті қолдану бізге детерминирленген есепті гидравликалық өткізгіштік тензорының барлық үлгілері үшін бір рет шешуге мүмкіндік береді, оны әр үлгі үшін бөлек шешпейді. Бұл тәсіл есептеу шығынын және жадты пайдалануды айтарлықтай азайтты.
Сонымен қатар, бұл бөлімде белгісіздік жағдайында Стокс-Дарси моделінде сұйықтық ағынының процесіне бөлшек туындылардың әсері талданады. Дарси моделінде бөлшек ретті туындылардың сұйықтық ағынына әсері туралы зерттеулер бар болуына қарамастан [47, б. 51], бұл зерттеу Стокс-Дарси біріктірілген моделінде олардың әсерін арнайы зерттейді. Біздің ойымызша, бұл жады пен стохастикалық әсерлерді есепке алатын модельдегі осындай талдауға арналған бірінші зерттеу. Осы мақсатта бөлшек туындылардың әртүрлі реттерімен, сондай-ақ бүтін ретті туындымен бірнеше стохастикалық сынақ  есептерін шешу нәтижелерін салыстырамыз.
Екіншіден,  [102] жұмыста ұсынылған жоғары ретті дискретті бөлшек туынды есептелуінің жылдам орындалуы қолданылады. Бұл тәсіл есептеу уақытын және жадты пайдалануды айтарлықтай қысқартады, өйткені ол шешімді тек соңғы үш уақыт қабатында сақтауды қажет етеді. Бұл артықшылық әсіресе әртүрлі кіріс деректері бар есепті қайталап шешу қажеттілігіне байланысты стохастикалық есептерді шешу кезінде айқын көрінеді.
Үшіншіден, 2 бөлімнен айырмашылығы, біз Монте-Карло әдісінің орнына тезірек жинақталатын стохастикалық коллокация әдісін таңдаймыз.
 
[bookmark: _Toc204103649]3.1 Сирек торлы стохастикалық коллокация әдісі
Әдістің берілуін жеңілдету үшін 1.1 есептегі бөлшек туындылардың реттері бірдей мәндерге ие болады деп аламыз. Есепті шешу үшін біз құрылысы бірнеше кезеңде жүзеге асырылатын сирек торлы стохастикалық коллокация  әдісін қолданамыз [103].
1. 1.1 есебі детерминирленген сандық әдістті пайдалану арқылы дискреттеледі. Бұл зерттеудегі сандық әдіс кеңістік айнымалысына қатысты ақырлы элементтер әдісі мен уақыт айнымалысы бойынша ақырлы айырымды жуықтау әдісін біріктіреді. Нәтижесінде стохастикалық есептің жартылай дискретті жуықтауын аламыз.
2. 






 коллокация нүктелері деп аталатын нүктелер жиынын қарастырайық, және , ,  жуық шешімін есептейік, бұл жерде  – дискретизациялау параметрі,  сандық жуық шешімі  ақырлы кеңістіктерінде ізделеді, бұл жерде:
(a) 


 –  тұрақтысы, кеңістік пен уақыт айнымалылары бойынша жартылай дискретті шешім жататын  кеңістіктерінің ақырлы өлшемді ішкі кеңістігі,


		

		

		

(b) 











 – дәрежесі  артпайтын ортогональ копмүшеліктердің сызықты қабықшасы, бұл жерде  – -ші                   () бағыттағы көпмүшеліктің ең үлкен дәрежесі, ал  – жақындық деңгейі деп аталатын параметр.  Әрбір  тығызық функциясымен сипатталады,  кеңістігін  ортогональды көпмүшеліктер арқылы жасалған сызықты кеңістік деп атаймыз. Онда  және оның өлшемі болады.

Есептеу шығындарын азайту үшін сирек торлы стохастикалық коллокация әдісі С.А. Смоляк ережесін қанағаттандыратын толық тензорлық көбейтіндінің ішкі жиынын пайдаланады [104]. Бұл дәлдікті жоғалтпай коллокация нүктелерінің санын айтарлықтай азайтады.  санының артуы өлшемнің экспоненциалды өсуіне әкелетіні анық.
3. Алынған жуық шешімдерге негізделген ғаламдық көпмүшелік жуықтау келесідей құрастырылады [1, б. 905]:











бұл жерде  – ортогональ көпмүшеліктер, ал  – көпмүшеліктің дәрежесі.
4. Күтілетін математикалық күтім және дисперсия сияқты шешімнің статистикалық моменттерін болжау үшін Гаусс квадратурасының формуласын қолданамыз. Мысалы[103],


	

мұнда салмақтар келесі түрде анықталады:


	

3.2 [bookmark: _Toc204103650]Жартылай дискретті сұлбаны құрастыру




Алдымен детерминирленген сандық әдісті құруға тоқталайық.  кеңістігіндегі ішкі көбейтіндіні  арқылы белгілейік ,  болсын. Әрі қарай  болсын. Сонда гидравликалық өткізгіштік тензорының нақты үлгісі үшін 1.1 есептің әлсіз қойылымы келесі түрде жазылады:



3.1 есебі. Берілген  және барлық  үшін   жұбын табыңыз:


		



бұл жерде  және ,


	



	


 Біз есепті уақыт айнымалысына қатысты дискреттеуден бастаймыз. Берілген  уақыт қадамы үшін 





бірдей қашықтықтағы нүктелер жиыны болсын және қысқалық үшін  арқылы белгілейміз. Сонымен қатар, (3.4) Капуто бөлшек туындыларын жылдам бағалау үшін келесі жуықтау формулаларын қолданамыз [102, б. 2835]:


		

		



олар  және  аралықтарында (1.3) интегралының әртүрлі жуықтауларын қолдануға негізделген, мұндағы













(3.6) теңдеуді шығару   кейбір оң нақты сандар мен берілген  үшін  дәрежелік функциясын эксронента қосындысы арқылы жуықтауға болатынына негізделген:




толық ақпарат алу үшін оқырманға түпнұсқа жұмысты ұсынамыз [102, б. 2040].
Стохастикалық коллокация әдісінде Смоляк формулаларын қолданумен байланысты есептеу шығындарының айтарлықтай төмендеуіне қарамастан, 1.1 есепті гидравликалық өткізгіштік тензорының әрбір үлгісі үшін әлі де бірнеше рет шешу қажет. Детерминирленген есепті әрбір үлгі үшін бөлек шешпей, барлық үлгілер үшін бір рет шешуге мүмкіндік беретін және есептеу шығынын төмендету үшін біз ансамбльдік әдісті қолданамыз [83, б. 295]. Бұған екінші және үшінші қоылғыштарға (3.4) арнайы жуықтау қолдану арқылы қол жеткізіледі:


		

		









мұндағы  және  сәйкесінше  және  барлық үлгілерінің орташа мәнін білдіреді, ал  -ші уақыт қабатындағы  үшінші ретті жуықтауы кейінірек анықталатын болады. Осы жуықтаудың арқасында   коэффициенттері ағымдағы гидравликалық өткізгіштік үлгісіне тәуелсіз болып қалады. Нәтижесінде ақырлы элементтер әдісінде қатаңдық матрицасы бірдей, бірақ оң жақтары әртүрлі сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін шешуге дейін қысқарады. Бұл тәсіл есепті шешуді айтарлықтай жылдамдататын тиімді факторизация әдістерін қолдануға мүмкіндік береді.
(3.5)-(3.8) жуықтауларды қолданып, 3.1 есебін келесі түрде жазамыз.





3.2 есебі. Берілген  үшін  белгілі  болсын; дербес жағыдайда, . Кез келген  келесі өрнекті  (теңдікті) қанағаттандыратын   жұбын табыңыз:


		

бұл жерде

		

		


		

	

		

	








(3.9) кеңістіктік айнымалылары бойынша дискретизациялау үшін сәйкесінше  және  облыстарында диаметрі болатын квазибіртекті  және триангуляцияларын құрастырамыз,  және  келесі жуықтау қасиеттері бар ақырлы элементтер кеңістігі болсын:






		

	

(3.9) қателік қосылғыштарын алып тастап, келесі жартылай дискретті есепті аламыз.






3.2 есебі. Берілген  үшін  белгілі  және дербес жағыдайда,  бастапқы мәндері (1.21), (1.22)  проекцияларын құралатын болсын. Барлық  үшін келесі теңдікті қанағаттандыратын   жұбын табамыз:


		

3.3 [bookmark: _Toc204103651]Жартылай дискретті сұлбаның теориялық талдауы
3.3.1 [bookmark: _Toc204103652] Жартылай дискретті сұлбаның орнықтылығы
Құрылған (3.14) сандық сұлбаның орнықтылығы мен жинақтылығын қысқаша талқылайық. Алдымен  негізгі нәтижелерді алуға қолданылатын кейбір белгілі нәтижелерді ұсынамыз.


Лемма 3.1.  теріс емес тізбектері  теңсіздікті қанағаттандырсын. Онда келесі теңсіздік орындалады:


	

Сонымен қатар.  келесі теңсіздіктер де жиы қолданылады:


		

		

		
Алдымен келесі лемманы дәлелдейміз.



Лемма 3.2.  Берілген  үшін  болғанда келесі теңсіздік орындалады, бұл жерде :


		



		

бұл жерде 





Дәлелдеуі. (3.18) теңсіздігі бірден (3.5) және  элементар теңсіздігінен шығады. (3.19) теңсіздігі [102, б. 2846] жұмыста қарастырылған (3.6) теңдігі арқылы алынған:


		

		



бұл жерде  және   коэффициенттері келесідей анықталады:


                                 



 үшін:


	

                                      

                                 

бұл жерде


	

және келесі қасиеттерге ие:


		

		

		

		


(3.20) мен  скаляр көбейтіп және Коши теңсіздігін қолданып, келесі теңсіздікті аламыз:


		



(3.25) ескере отырып және (3.16), (3.17) теңсіздіктерін пайдаланып, келесі теңсіздікті аламыз:


		


Осыған ұқсас  үшін (3.21) теңдеуін қолдана отырып және оны (3.27) қосып лемманың дәлелдеуін аламыз.


3.1 Теорема. (Жартылай дискретті сұлбаның орнықтылығы)  жұбы 3.3 есебінің шешімі болсын. Онда жеткілікті аз  үшін келесі теңсіздік орынды:


		

бұл жерде 






бұл теорема бастапқы деректерге және теңдеулердің оң жақтарына қатысты (3.14) сандық сұлбаның орнықтылығын береді, мұндағы  –  бөлшек туындыларының ретіне байланысты оң тұрақты, бірақ тор параметрлеріне тәуелсіз.

Дәлелдеуі. (3.14) теңдеуінен келесі теңдеуді алу үшін  болатындай етіп таңдаймыз:


		

	

(3.29) теңдеуінің сол жағындағы бірінші қосылғыш 3.2 лемма арқылы бағаланады. Әрі қарай, Корн теңсіздігіне сәйкес келесі теңсіздікті аламыз:


	

(3.29) теңдеуінің сол жағындағы соңғы қосылғышқа Коши теңсіздігін қолдану арқылы келесі теңсіздікті аламыз:




Ары қарай келесі жіктелуді қолданамыз:


		

және (3.15), (3.16) мен (3.17) теңсіздіктерін қолдана отырып, келесі теңсіздікті аламыз:


	

Оң жақтағы бірінші қосылғыш жоғарыдағыға ұқсас бағаланады:
	



Қалған қосылғыштар келесі түрде бағаланады:


	

	

Жоғарыда келтірілген теңсіздікті қолдана отырып (3.29) теңдеуден келесі теңсіздік шығады:


		
немесе

		




бұл жерде . (3.31) мен (3.32) теңсіздіктерін қосып,  (3.24) ескере отырып және 3.1 лемманы қолданып теореманың дәлелдеуін   аламыз. 

3.3.2 [bookmark: _Toc204103653] Жартылай дискретті сұлбаның жинақтылығы


Келесі шарттарды қанағаттандыратын  проекцияларын қарастырайық: 


		

		

		

(3.14) сандық сұлбаның жинақтылығын зерттеу үшін келесі белгілеулерді енгіземіз


		







3.2 Теорема. (Жартылай дискретті сұлбаның жинақтылығы)  жұбы 3.1 есебінің шешімі болсын, ал  жұбы 3.3  есебінің шешімі болсын. Бұл жағыдайда  мен  аралықтары  мен  уақыт қадамдары келесі қатынастар түрінде анықталады:


		


 Онда жеткілікті аз  үшін келесі теңсіздік орындалады:


		





ол дифференциалдық есептің шешіміне жуық шешімнің жинақталуын береді, мұнда  және  параметрлері (3.13) теңдеуінде анықталған,  – бөлшек туындыларының  ретіне байланысты оң тұрақты , бірақ ол тор параметрлерінен тәуелсіз.


Дәлелдеуі.  арқылы белгілейік, (3.14) пен (3.9) теңдеулерінің айырмасын қарастырайық, келесі теңсіздікті алу үшін   болатындай етіп таңдаймыз:






		

(3.29) теңдеуінде қосылғыштарды бағалау, негізінен, 3.1 теореманы дәлелдеуге ұқсас дәлелденеді. Сондықтан (3.29) теңдеуінде қарастырылмаған қосылғыштарға назар аударамыз:


	




бұл жерде (3.24), (3.25) теңдеулеріндегі  мен  коэффициенттерінің қасиеттетерін қолданамыз.  үшін ұқсас бағалауды аламыз, және келесі теңсіздікке келеміз:

	

Ары қарай (3.30), (3.15), (3.16) және (3.17) қолдана отырып, келесі теңсіздікті аламыз:








Жоғарыдағы теңсіздіктерді ескере отырып , (3.39) теңдеуді келесі түрде жазылады:


		


	




(3.40) және (3.41) теңсіздіктері және (3.11), (3.12) қатынастары бірінші және екінші уақыт қабаттарындағы қателік -тен төмен дәрежеде екенін көрсетеді. Жинақталу ретін жоғарлату үшін  және  аралықтарында (3.37) уақыт қадамдарымен бөліктеулерді енгізейік. Сонда (3.41) теңсіздігінен келесі теңсіздікті аламыз:


	




бұл жерде . Соңында , (3.24) ескере отырып және 3.1 лемманы қолданып, теореманың дәлелдеуін аламыз.

3.4 [bookmark: _Toc204103654] Есептеу эксперименттері
3.4.1 [bookmark: _Toc204103655]Жинақталу ретін тексеру
Жартылай дискретті сұлба үшін 3.2 теоремада алынған теориялық жинақтылықтың жуықтауын тексеру үшін жеткілікті тегіс белгілі нақты шешімі бар модельдік есептің мысалына сандық сынақтар жүргізілді.



3.1 мысалы. ,  облысында , 




,  және , бұл жерде  – тұрақты параметрлерімен 1.1 есебін қарастырамыз. (1.1) мен (1.2) теңдеулерінің оң жағы келесі түрде анықталады:


	





және  және  үшін бірінші текті шекаралық шарттар белгілі нақты шешімнен тікелей алынуы мүмкін облыстардың сыртқы шекараларына қойылады:


	





Сандық сынақ эмпирикалық жинақтылық реті мен бөлшек туындының реті арасындағы байланысты тексеру үшін жүргізілді, сонымен қатар оның 3.2 теоремада алынған теориялық жинақтылық ретімен сәйкес келуін тексереді. Осы мақсатта біз екі есе азаятын уақыт қадамдарының  тізбегін қарастырдық, оның бір бөлігі 5 және 6 кестелердің бірінші бағанында көрсетілген.  және   ішкі облыстарының әрқайсысы құрамында 1024 ақырлы элементтерден құралады, ал триангуляцияның диаметрі  тең болады.







Біз  сегментінде бірқалыпты үлестірілген  параметрінің 25 үлгісін қарастырдық. Әрбір  үлгісіне сәйкес шешімдердің орташа мәнін тауып, біз әрбір  үшін  және  -нормаларындағы қателіктерін және формула бойынша эмпирикалық жинақтылық ретін есептедік.







тәжірибелерде  бірнеше бөлшек туынды ретті қарастырдық және сәйкесінше  үшін 5-кестеде және  үшін 6-кестеде жинақтылық талдауын ұсындық. 3.2 теоремада болжанған эмпирикалық және теориялық жинақтылық реттері «реті» бағанында көрсетілген.




5 және 6 кестелерін талдай отырып, нормасындағы эмпирикалық жинақтылық реті бөлшек туындылардың ретіне айтарлықтай әсер еткенін көреміз. Атап айтқанда, жинақтылық реті  кезінде  шамасында болды, бірақ бөлшек туынды реті өскен сайын ол айтарлықтай төмендеді. Бақыланған өзгерістер 3.2 теоремада алынған теориялық болжамдарға сәйкес келеді. Ұқсас бақылауды  нормасы үшін де талдау жасауға болады.

[bookmark: _Toc204103656]3.4.2  Бөлшек туынды ретінің ағын құрылымына әсері
Енді белгілі нақты шешімі жоқ бірнеше сынақ есептер бойынша сұйықтық ағынының үлгісіне бөлшек туынды ретінің әсерін бағалайық.  Келесі мысалда бір тұрақты гидравликалық өткізгіштік тензоры бар детерминирленген есепті шешу арқылы талдау  жасаймыз:



3.2. мысалы. ,  облысында  бастапқы шарттарымен және келесі шекаралық шарттарымен 1.1 есепті қарастырайық:


	

	





Қалған параметрлер келесі түрде таңдалады:  






1.1 есеп бөлшек ретті туындылардың келесі мәндерімен шешіледі: . Әрбір  мен  ішкі облыстары  ақырлы элементтерден құралады, триангуляцияның диаметрі  тең, уақыт қадамы шамамен  тең етіп алынды.


 Есепті шешкеннен кейін (1.2) теңдеу арқылы   кеуекті ортадағы жылдамдық өрісі қалпына келтірілді.  соңғы уақытындағы екі ішкі облыстағы сұйықтық жылдамдығының шамасы 2 суретте бейнеленген.

Әрі қарай, біз 1.1 есепті  болған жағдайда, яғни, бүтін ретті уақыт туындылармен шештік. Осы мақсатта (3.5), (3.6) орнына (3.10) бірінші ретті туындының келесі жуықтаулары қолданылды:


	





Кесте 5 - Әртүрлі  мәндері мен бөлшек ретті туындылар үшін жинақтылық ретіне сәйкес  және  қателіктері.
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 кезіндегі шешім нәтижесі 2 (a) суретте көрсетілген.

Жалпы алғанда бөлшек туындының реті төмендеген сайын кеуекті орта арқылы сұйықтық ағынының жылдамдығы айтарлықтай баяулайтынын қарапайым талдау көрсетеді. Бұл құбылысты 3 суретте көрсетілген координатасында ішкі облыстарының кесіндісінде де байқауға болады.


 және  жағдайларына сәйкес келетін нәтижелерді салыстыра отырып және қисықтардың үйлесімін бақылай отырып, туынды ретінің шамалы өзгеруі ерітіндідегі аздаған өзгеріске әкелетінін атап өту керек, ол зерттелетін модель шын мәнінде классикалық Стокс-Дарси моделінің жалпылауы екенін көрсетуі мүмкін.




Кесте 6 - Әртүрлі  мәндері мен бөлшек ретті туындылар үшін жинақтылық ретіне сәйкес  және  қателіктері.
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Енді біртекті емес гидравликалық өткізгіштік тензоры жағдайында бөлшек туындылар ретінің ағынның үлгісіне әсерін зерттейік.
3.3 мысалы. Диагональдық гидравикалық өткізгіштік тензормен 3.2 есепті қарастырайық [99],




бұл жерде
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е) 



Сурет 2 - T=20 соңғы уақытындағы жылдамдық шамасына бөлшек туындылар реті әсерінің суреті
[image: ]


Сурет 3 -  координатасы және  уақыт бойынша қиынды




және


	









Есеп келесі параметрлер жиыны бойынша шешілді: .. Әрбір  ішкі облыстары  ақырлы элементтерден құралады, триангуляция диаметрі диаметр  тең, уақыт бойынша қадам шамамен  тең болады.  мен  үшін модельдеудің нәтижесі 4 суретінде көрсетілген. Бөлшек туындының реті азайған сайын пьезометриялық қысым динамикасы мен жылдамдамдық шамалы баяулауын байқауға болады. 
Содан кейін (1.11) жіктелуін қолданбай, кездейсоқ алынған өткізгіштік тензорымен 3.2 мысалының екі нұсқасын шештік.


3.4. мысалы.  өткізгіштік тензорымен,  және параметрлердің келесі екі жағыдайы үшін 3.2 есебін қарастырайық, бұл жерде


		

I жағдай. 

II жағдай.  
Қалған параметрлер 3.2 есептегідей өзгертусіз қалды .
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Г) 


Сурет 4 - 3.3-мысал үшін алынған жылдамдық модулі мен пьезометриялық қысымның мәндерінің математикалық күтімі  соңғы уақытта T = 1 бөлшек туындылардың әртүрлі реттеріне сәйкес келеді
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а) І жағдай
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б) ІІ жағдай




Сурет 5 - 3.4 және  3.5 мысалдары үшін алынған гидравикалық қысымның үлгілері
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ж) 




Сурет 6- І жағыдайы мен бөлшек туындының әртүрлі ретіне сәйкес  соңғы уақыт мезетіндегі 3.4 мысал (жоғарғы қатар) және 3.5 мысал (төменгі қатар) үшін алынған жылдамдық шамасының математикалық күтімдерінің  нәтижесі
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Сурет 7 - ІІ жағыдай мен бөлшек туындының әртүрлі ретіне сәйкес T=20 соңғы уақыт мезетіндегі 3.4 мысал (жоғарғы қатар) және 3.5 мысал (төменгі қатар) үшін алынған жылдамдық шамасының математикалық күтім нәтижесі
	





3.5 мысалы. -нің  кіріс шекарасы болған жағыдайда 3.4 есепті қарастырайық. Екінші текті біртекті шекаралық шарттар  облысының сол және оң шекараларына қойылады, ал  үшін шекаралық шарттар, сонымен қатар қалған параметрлер 3.4 есептегідей қалады.


Біз алдымен 3.4 мысалда анықталған параметрлер жиынтығына сәйкес гидравликалық өткізгіштік үлгілерін жасадық. Алынған гидравликалық  өткізгіштік графиктері 5 суретте көрсетілген.  үшін сандық сынақтар жүргізілді. І және ІІ жағдайларға сәйкес соңғы  уақытындағы жылдамдық шамасының математикалық күтімдері тиісінше 6 және 7 суреттерде берілген.
3.2 мысалдағыдай, ұсынылған графиктерді салыстыру сонымен қатар бөлшек туындылар ретінің төмендеуі ағын жылдамдығының тежелуіне әкелетінін көрсетеді.

3.4.3 [bookmark: _Toc204103657]Тиімділік сынақтары
3.3 мысалындағы стохастикалық кеңістіктің өлшеміне байланысты алгоритмнің CPU уақытының бірнеше сынақтарын өткізейік. Зерттеуде сипатталған сандық алгоритм Julia бағдарламалау тілінде іске асырылды және Apple компаниясымен жұмыс істейтін 12 ядросы бар M2 Max процессоры және 32 ГБ бірыңғай жадымен жабдықталған Macbook Pro жүйесінде іске қосылды. Ақырлы элементтерді талдау Ferrite.jl пакетін қолдану арқылы жүзеге асырылды. Қатаңдық матрицасын параллельді құрастыру бір уақытта көрші емес локальды элементтерді есептейтін графикті бояу әдісі арқылы қол жеткізілді. Пайда болған сызықтық теңдеулер жүйесінің шешімі Пануа Пардисо кітапханасының көмегімен шешілді. Дискретті бөлшек туындыларды бағалау 2 бөлімде орындалған сынақтарды талдаудан кейін бірнеше CPU ағындарында жүзеге асырылды. Сонымен қатар, SmolyakApprox.jl пакетін сирек торды біріктіру нүктелерін  және квадраттық салмақтарды анықтау үшін қолдандық.

7 кестеде (3.42) жіктелуіндегі N=5 бекітілген нүктелер саны және Смоляк әдісіне қолданылған  жуықтауының әртүрлі деңгейлері үшін процессордың орындаған уақыт көрсеткіштері көрсетілген.


Екінші сынақта  жуықтау деңгейін бекіттік және кеңейтуде мүшелерінің әртүрлі сандарын (3.42) жіктелуін қарастырдық. Сандық тест нәтижелері 8 кестеде берілген.






Соңында, 3.2 мысалда сипатталған стохастикалық есепті шешуге арналған екі алгоритмнің CPU уақытының көрсеткіштерінің талдауын ұсынайық. Бұл алгоритм осы бөлімде ұсынылған алгоритммен салыстырылады. Бұл сандық сынақта біз [0.8, 1,2] сегментте бірқалыпты үлестіру заңы арқылы алынған гидравликалық өткізгіштік тензорының  үлгісін қарастырдық .  және  ішкі облыстарының әрқайсысында  ақырлы элементтер болды және уақыт қадамдары  және  тең болды.






Соңында, 3.2 мысалда сипатталған стохастикалық есепті шешуге арналған екі алгоритмнің CPU уақытының көрсеткіштерінің талдауын ұсынамыз. Бұл алгоритм осы бөлімде ұсынылған алгоритммен салыстырылады. Бұл сандық сынақта біз [0.8, 1,2] сегментте бірқалыпты үлестіру заңы арқылы алынған гидравликалық өткізгіштік тензорының  үлгісін қарастырдық .  және  ішкі облыстарының әрқайсысында  ақырлы элементтер болды және уақыт қадамдары  және  тең болды.



Кесте 7 -  және әртүрлі   жуықтау деңгейлері үшін  CPU уақыт сынағы орындалуы.

	
жуықтау деңгейі, 
	3
	4
	5
	6
	7

	Үлгілер саны
	241
	801
	2433
	6993
	19313

	CPU уақыты (сек.)
	5.59
	16.05
	49.05
	158.59
	645.85





Кесте 8 -   бекітілген жуықтау деңгейі және (3.42) жіктелген әртүрлі  мүшелер саны үшін процессордың уақыт көрсеткіштері. 

	
 
	3
	4
	5
	6
	7

	Үлгілер саны
	441
	1105
	2433
	4865
	901

	CPU уақыты (сек.)
	12.04
	22.26
	49.05
	109.41
	285.84



Кесте 9 - CPU уақытын салыстыру көрсеткіштері (секунд)

	
Уақыт қадамы, 
	1/100
	4
	1/1000

	Үлгілер саны
	5.30
	77.84
	4115.23

	CPU уақыты (сек.)
	17.27
	154.01
	1792.39



9 - кестеде келтірілген талдау нәтижесінде салыстырмалы түрде үлкен уақыт қадамдарында 2 бөлімде қолданылған жуықтау формуласын қолдану біздің зерттеуде қолданылғанға қарағанда шамамен 2-2,5 есе жылдамырақ болады. Дегенмен, дәлірек уақыт қадамын таңдаған кезде тиімді жуықтау формулалары 2 бөлімде қолданылған параллельді алгоритмге қарағанда 2,3 есе жылдам болып шықты. Сонымен қатар, жадты пайдалану алгоритмді қолдану кезінде қарастырылған уақыт қадамының мәндері бойынша тұрақты дерлік қалды. Салыстырмалы түрде алғанда, бірінші алгоритм шешімді барлық уақыт қабаттарында сақтау үшін айтарлықтай үлкен массивтерді қажет етті.
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Ұсынылған сандық әдіс бойынша теориялық зерттеу жүргізілгеннен кейін және есептеу экспериментінің нәтижелерін мұқият зерттей отырып, біз келесі қорытындыларды аламыз.




1) 3.2 мысалының нәтижелеріне сүйене отырып, теңдеулерде  және  бүтін ретті туындыларды  және  бөлшек ретті туындылармен алмастыру ағын жылдамдығының аздап тежелуіне әкелді деген қорытынды жасауға болады. Бөлшек туындылардың орта қасиеттеріндегі ұзақ мерзімді өзгерістерді ескеру қабілетіне байланысты, бұл бақылау кеуекті ортаның уақыт өте келе ағын процесінің баяулауына әсер ететінін растауы мүмкін. Бөлшек туындылар ретінің одан әрі төмендеуі айтарлықтай ағынның баяулауына әсер етуге әкеледі. Бұл бөлшек туындылардың реттері ағын жады әсерінің дәрежесін анықтайтынын түсіндіре алады. Бұл құбылыс [48] жұмысындағы зерттеулермен жақсы сәйкес келеді.
2) 3.1 мысалында алынған нәтижелер бөлшек туындылардың реттері де сандық сұлбаның жинақталу ретіне айтарлықтай әсер ететінін көрсетеді. Атап айтқанда, бөлшек туындылардың ретін көбейту жинақталу ретін азайтады.
3) Caputo бөлшек туындысын есептеу үшін жылдам алгоритмді пайдалану есептеу ресурстарын айтарлықтай азайтуға мүмкіндік берді. Шындығында 2 бөлімде талқыланған сандық алгоритммен салыстыру жинақтау ретін сақтай отырып, есептеу уақыты мен жадыны қолданудың айтарлықтай қысқарғанын көрсетті.
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Осылайша, бұл диссертация стохастикалық Стокс-Дарси моделінің бөлшек ретті туындылы жалпылауын жүзеге асырудың сандық әдістерін ұсынады. Классикалық стохастикалық Стокс-Дарси моделі көптеген практикалық сценарийлерде сұйықтық ағынын зерттеудің негізгі  болып табылады. Классикалық Стокс-Дарси моделі сұйықтық динамикасының негізгі аспектілерін тиімді қамтығанымен, оның гетерогенді кеуекті ортада байқалатын күрделі процессті есепке алуда шектеулері бар, әсіресе стохастикалық өзгергіштік әсеріне қатысты өте көп шектеулерге ие. Бөлшек ретті туындылы Стокс-Дарси моделі классикалық Стокс-Дарси моделіне қарағанда кеуекті ортадағы ағындарға тән белгісіздіктерді есепке алуда үлкен тиімділікті қамтамасыз етеді.
Зерттеу нәтижесінде кеуекті орталардағы ағындарды нақтырақ сипаттау үшін осы орталардағы ұзақ мерзімді өзгерістерді ескеру қажет деген қорытынды жасалды. Кіріс параметрінің белгісіздігі мен кеуекті орта жады әсерлерін есепке алу кеуекті ортадағы күрделі динамиканы нақтырақ сипаттауды қамтамасыз етеді. Бұл тұжырым жер асты сұйықтық динамикасындағы өзгергіштік пен жады әсерлерін қарастырудың маңыздылығын көрсететін соңғы зерттеулерге сәйкес келеді [48−50].
Ұсынылған бөлшек ретті туындылы стохастикалық Стокс-Дарси моделіне және жұмыста ұсынылған  сандық жүзеге асыру әдістеріне қатысты келесі қорытындыларды жасауға болады: 
· Әзірленген сандық әдістерді бөлшек туындылар үшін арнайы жуықтау формулаларын және есептің әлсіз қойылымына қолдану  уақыт айнымалысына қатысты жинақтылықтың жоғары ретін береді. Бұл белгілі нақты шешімдері бар бірнеше сынақ есептерінің нәтижелерімен расталды.
· 1 бөлімде ұсынылған параллельді ансамбльдік тәсілді енгізу арқылы сынақ мысалында есептеулерді жеті есе дерлік жеделдетуге қол жеткізілді. Бұл нәтиже [3]  жұмыста сипатталғанға жақын, мұнда ансамбльдік тәсіл бүтін уақыт туындылары бар стохастикалық есепте CPU уақытының 88%-ын үнемдеді. Сандық алгоритмнің әрбір кезеңін орындауға кететін уақыт талдауының көрсетілген жұмыстан айырмашылығы, бөлшек ретті туындылы Стокс-Дарси теңдеулерін стохастикалық жалпылауға арналған есепті шешу кезінде процессор уақытының негізгі бөлігі әсіресе уақыт қабаттары мен еркіндік дәрежелерін көбейтуіне байланысты дискретті бөлшек туындыны есептеуде жұмсалатынын көрсетті.
· Жұмыста ұсынылған бөлшек ретті стохастикалық Стокс-Дарси моделі шеңберінде сұйықтық ағынының процесіне бөлшек туындылардың әсері талданады. Есептеу тәжірибелерін талдаудан мынадай қорытынды жасауға болады: модельдегі теңдеулердегі уақыт туындыларының ретінің аздап төмендеуі ағын жылдамдығының аздап баяулауына әкеледі. Бөлшек туындылар ортаның қасиеттерінің ұзақ мерзімді өзгерістерін есепке алу мүмкіндігіне ие болғандықтан, бұл бақылау кеуекті орталардың уақыт өте келе ағын процесін баяулататынын растайды. Бөлшек туындылардың ретін азайту бұл баяулау әсерін күшейтеді, бұл жадының ағын құрылымына әсер ету дәрежесінің бөлшек туындылар ретіне тәуелділігін түсіндіруі мүмкін. Бұл құбылыс [48] жұмыстарындағы зерттеулермен жақсы сәйкес келеді. 
· Белгілі нақты шешімі бар сынақ есептері үшін жүргізілген есептеулердің нәтижелері бөлшек туындыларының реттері де сандық сұлбаның жинақталу ретіне айтарлықтай әсер ететінін көрсетеді. Атап айтқанда, бөлшек туындылардың реттерін арттыру жинақтау ретін төмендетеді.
· Капуто бөлшек туындысын есептеу үшін жылдам алгоритмді пайдалану есептеу ресурстарының шығынын айтарлықтай төмендетуге мүмкіндік берді. 2 бөлімде сипатталған сандық алгоритммен салыстыру жинақталу ретін сақтай отырып, есептеу уақыты мен қажетті жады көлемінің қысқарғанын көрсетті.
Келесі еңбектерде авторлар зерттелетін модель шеңберінде нақтырақ мысалдарды қарастыруды көздейді. Әсіресе, жадының карстты сулы горизонттардағы ағын, жер үсті-жер асты жүйелеріндегі циркуляция және тасымалдау сияқты әртүрлі табиғи және жасанды құбылыстарға әсерін талдау қызықты болар еді.
Диссертациялық зерттеуді орындау барысында алынған нәтижелер 9 жұмыста жарияланды, оның ішінде 2 [36, 106] Clarivate Analytics компаниясының Journal Citation Reports мәліметтері бойынша бірінші квартилдеріне кіретін және/немесе Scopus 93 және 90 дерекқорында citescore бойынша процентиль көрсеткіштері бар жоғары рейтингісі бар халықаралық журналдарда жарияланған. ҚР ҒЖБМ Ғылым және жоғарғы білім саласында сапаны қамтамасыз ету комитетінің тізіміндегі журналдарда 1 мақала [108]  жарық көрген. Сонымен қатар 5 тезис [107-111] халықаралық конференциялар нәтижелерінің жинақтарында және 1 монография [112]  жарық көрді.
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