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Зерттеудің өзектілігі. Бөлшек ретті туындылар  мен интегралдар теориясы, қазіргі таңда әлемдік мәселелерді нақты модельдеу үшін қолданылатын заманауи математиканың кең саласына айналуда.  Бөлшек туындыларды енгізу арқылы дербес туындылы классикалық дифференциалдық теңдеулерді жалпылайтын бөлшек ретті дифференциалдық теңдеулер физика, инженерия, биология, экономика, экология және жаратылыстанудың басқа салаларында күрделі ішкі құрылымы бар ортада болатын процестерді модельдеуге мүмкіндік береді. [1-37]


Бөлшек ретті  есептеулер 1695 жылы Лопиталдың Лейбницке қойған  туындыcының мәнін бүтін емес - үшін қалай анықтауға болады деген сұрағының нәтижесінде бүтін ретті есептеуді жалпылау ретінде пайда болды.  Бөлшек ретті  есептеулер пайда болғаннан бері көптеген зерттеушілер  бұл салаға үлкен үлес қосты, олардың ішінде Л.Эйлер, Дж.Л.Лагранж, П.-С. Лаплас, Дж. Фурье, Н. Х. Абель және Дж. Лиувилл сияқты танымал есімдер [38-39] бар.
Бөлшек  ретті интегралдар мен туындылар үшін Риман-Лиувилл, Капуто, Рисс, Грюнвальд-Летников, Маршо, Хифлер және Вейл сияқты  ғалымдар бірнеше анықтамалар ұсынған [40].
Капуто мағынасындағы бөлшек ретті туындымен салыстырғанда  бірқатар бөлшек ретті туындылар анықтамаларының айырмашылығы, тұрақты шаманың туындысы нөлге тең деген қасиетті қанағаттандырмайтынында. Бұл артықшылық Капуто туындысын көптеген жағдайларда қолданған  тиімді екенін білдіреді. Бүгінгі күні кеңінен қолданылатын басқа анықтамалар Риман-Лиувилль, Грюнвальд-Летников, Маршо, Хифлер, Джрбашян анықтамалары, себебі өткен шақ осы күнді айқындайтыны белгілі.
Қазіргі таңда бөлшек ретті дифференциалдық теңдеулердің теориялық және қолданбалы аспектілеріне арналған көптеген мақалалар мен кітаптар бар, жоғарыда келтірілген әдебиеттерге қоса  мына жұмыстарды [41-44] атап өткен орынды.
Осы саладағы зерттеулер “Fractional Calculus and Applied Analysis”, “Journal of Computational Physics”, “Communications on Nonlinear Science and Numerical Simulation”, “Дифференциальные уравнения” және т. б. сияқты халықаралық журналдарда кеңінен таныстырылған. Бұл дереккөздер көбіне осы саладағы соңғы жетістіктерді қамтиды және Scopus немесе Web of Science сияқты халықаралық базалар арқылы қол жетімді.
Диффузия мен толқындық процестердің классикалық модельдеріне, сондай-ақ жаратылыстанудың басқа модельдеріне бөлшек ретті  есептеуді енгізу ғылым мен техниканың әртүрлі салаларында кеңінен қолданылады сонымен қатар ол табиғатта және технологиялық жүйелерде болатын күрделі процестерді дәлірек модельдеуді қамтамасыз етеді. Аталған теңдеулер орталардың жадыда сақтауы  мен біртекті еместігін, сондай-ақ олардың мүмкіндіктерінің едәуір кеңеюіне әкелетін қалыптан тыс таралу және диффузия процестерін ескеруге мүмкіндік береді, бұл құбылыстардың кең класын жоғары дәлдікпен сипаттайды. Бұл бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулерін зерттеуді өзекті ғана емес, сонымен қатар ғылыми зерттеулердің перспективалық бағытына айналдырады. 
Физикада бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулер кеуекті материалдар немесе фракталдық құрылымдар сияқты біртекті емес және күрделі құрылымды ортадағы қалыптан тыс диффузияны сипаттау үшін қолданылады. Мысал ретінде классикалық диффузия заңдары қолданылмайтын күрделі ішкі құрылымы бар материалдардағы жылудың таралуын модельдеуді келтіруге болады. Бөлшек теңдеулер қоршаған ортаның құрылымдық ерекшеліктеріне байланысты жадыда сақтау әсерлері мен диффузия жылдамдығының өзгеруін (вариацияларын) дәл есепке алуға мүмкіндік береді [45-95].
Инженерлік қосымшаларда бөлшек ретті дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер басқару, электроника және материалтану жүйелеріндегі процестерді талдау үшін қолданылады. Олар дисперсия және сіңіру орталарында электромагниттік толқындарды, кеуекті ортадағы сұйықтықтардың динамикасын және медициналық диагностикада тіндерде ультрадыбыстық толқындардың таралуын модельдеуге мүмкіндік береді [96]. Бөлшек ретті модельдер тиімді құрылғылар мен технологияларды дамытуға мүмкіндік беретін жүйелердің нақты тұрпатының жақсартылған сипаттамасын айқындайды [97]. Жел энергетикасында жасанды нейрондық желілерде бөлшек ретті белсенділендіру функциясы қолданылады. Бұл нейронның шығу деректерін есептеу үшін бүтін емес көрсеткіштерді қолданып, белгілі бір нейрондық желілердің жұмысын жақсарта алады.Белсенділендіру функциялары нақты модельдеу мен деректер есептеріне сәйкес келетін бірегей қасиеттерге ие. 
Олар қарапайым белсенді функциялардың көмегімен  тиімді шешілмейтін  берілгендердегі ұзақ мерзімді тәуелділіктер мен сызықтық емес қатынастарды нақтылау үшін пайдалы, мысалға [98] сияқты.
Биология мен медицинада бөлшек дифференциалдық теңдеулер әртүрлі процестерді модельдеу үшін қолданылады, атап айтқанда жүйке импульстарының таралуы, жасуша мембраналарындағы заттардың диффузиясы және молекулалардың ұлпалар арқылы тасымалдануы [99]. Бұл модельдер күрделі биологиялық процестердің механизмдерін түсінуге және ауруларды емдеу мен диагностикалаудың жаңа әдістерін жасауға ықпалды.
Экология мен эпидемиологияда кеңінен байқалатын жады түрлерінің бірі-гистерезис. Гистерезис кезінде жүйенің қазіргі жағдайы тек ағымдағы жағдайларға ғана емес, алдыңғы жағдайларға да байланысты, яғни өткен оқиғалар ағымдағы динамикаға әсер етеді [100-103]. Қандай да бір тірі организмдердің қорғаныс механизмі іске қосылатындықтан, гистерезис әсері [102, б. 207] жұмыста биологиялық модельге енгізілген. Мысалы, адамның жұқпалы ауруының таралу жағдайында, аурудың түріне байланысты, алдыңғы тәжірибе әлеуметтік қашықтық немесе қосымша гигиеналық әдеттер оның таралуын болдырмауға бағытталған қорғаныс әрекеті екенін көрсетуі мүмкін. Вакцина да ұзақ мерзімді есте сақтау әсеріне ие болуы мүмкін, егер ол ұзақ әсер етсе, денені иммундық жады арқылы қорғауға мәжбүр етеді. Бүтін емес бөлшек ретті есептеудің тиімділігін көрсету үшін эпидемиологияда кеңінен қолданылатын Sir (сезімтал-жұқтырған-қалпына келтірілген) бөлім моделі қарастырылады [104]. Қандай да бір елдерде  COVID-19 таралу динамикасын зерттеу үшін компартменталды бөлім моделі қолданылады, бір нұсқасы жадымен, екіншісі жадсыз. 
Экономикада бөлшек ретті интегралдық-дифференциалдық теңдеулерін қолдану күрделі процестерді, қаржы нарықтарындағы баға динамикасы, уақытты және басқа факторларды ескере отырып, экономикадағы деректерді, ресурстарды бөлу сияқты әртүрлі құбылыстарды модельдеуге, сондай-ақ нарықтағы агенттердің тұрпатын сызықтық емес өзара әрекеттесу немесе экономикалық көрсеткіштер болжамын сипаттауға байланысты. Мысалы, мұндай теңдеулерді тәуекелдерді талдау, қаржылық ресурстарды басқару стратегияларын әзірлеу және жүйедегі әртүрлі уақыттық кідірістер мен инерцияларды ескере отырып, экономиканың өсу динамикасы үшін пайдаланады [105]. Кейінгі кезде бөлшек интегралдық-дифференциалдық теңдеулер локалді емес кеңістіктік пен заң күшін жады бар экономикалық процестерді сипаттауда белсенді қолданылып жатыр. Негізгі экономикалық тұжырымдамалар мен есте сақтаумен байланысты экономикалық процестер туралы мәліметтерді жалпылау ұсынылуда. Үлкен жады бар бөлшек экономикалық динамиканы сипаттау үшін үздіксіз уақыты бар жаңа микро және макроэкономикалық модельдер беріледі [106-108].
Бұл мысалдар бөлшек ретті дифференциалдық теңдеулерді, соның ішінде қазіргі ғылым мен техникада бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулерін қолданудың әртүрлілігі мен маңыздылығын атап көрсетеді, бұл күрделі есептерді шешудің жаңа тәсілдерін жасау мүмкіндігіне ие.
Бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеулердің теориясы мен қолданылуын зерттеу теориялық тұрғыдан олардың шешімдерін талдау әдістерін зерттеуді, шешімнің бар және жалғыз болуын анықтауды, сәйкес дифференциалдық операторлардың спектралді сипаттамаларын зерттеуді қамтиды [109]. Мұндай теңдеулердің спектралді талдауы уақыт пен кеңістіктегі тұрақтылықты, толқындардың таралуын және диффузиялық процестерді түсіну үшін маңызды [110].
Бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеуі үшін локалді және локалді емес есептердің шешілу мәселелері бойынша зерттеудің өзектілігі осы есептерді қолданудағы кең спектріне байланысты.
Мұндай теңдеулердің спектралді қасиеттері мен шешімділік шарттарын түсіну күрделі жүйелерді модельдеу мен талдаудың тиімді әдістерін жасауға жаңа мүмкіндіктер ашады.
Бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулерге арналған есептерді зерттеудің теориялық негіздері бірқатар негізгі аспектілерді қамтиды, соның ішінде осы теңдеулерді анықтаудың өзі, локалді және локалді емес есептер ұғымы және спектралді талдау негіздері. Бұл элементтер бөлшек ретті теңдеулерді шешудің қасиеттері мен әдістерін түсіну үшін негіз болып табылады.
Бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулерге арналған есептерді зерттеудің теориялық негіздері бірқатар негізгі аспектілерді қамтиды, соның ішінде осы теңдеулерді анықтаудың өзі, локалді және локалді емес есептер ұғымы және спектралді талдау негіздері. Бұл элементтер бөлшек ретті теңдеулерді шешудің қасиеттері мен әдістерін түсіну үшін негіз болып табылады.
Бөлшек ретті теңдеулерді зерттеу кезінде локалді және локалді емес есептер ажыратылады. Өздеріңіз білетіндей, локалді есептер кеңістіктің белгілі бір нүктелерінде немесе уақыт нүктелерінде анықталған шарттармен сипатталады, оған мысал, бастапқы және шекаралық шарттар. Керісінше, локалді емес есептерге кең ауқымдағы немесе тіпті бүкіл кеңістік-уақыттағы шешім мәндеріне тәуелді шарттар жатады [111-115]. Бұл жүйедегі өзара әрекеттесудің локалді емес сипатын көрсетеді, мысалы, жүйенің болашақ күйі өзінің тарихына тәуелді.
Спектралді талдау бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулерді зерттеуде негізгі рөл атқарады, оған себеп бұл теңдеулердің шешімдерінің құрылымын, олардың тұрақтылығы мен ұзақ мерзімде тұрпатын перспективалы түрде зерттеуге мүмкіндік береді. Спектралді талдау бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулердің сызықтық нұсқаларын қарастыру кезінде пайда болатын операторлар спектрін зерттеуден тұрады. Оператор спектрі теңдеулердің шешімдерін құру үшін қолдануға болатын меншікті мәндерді және тиісті меншікті функцияларды қамтиды. 
Бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеуі үшін локалді және локалді емес есептердің шешілу мәселелерін зерттеу кезінде бөлшек ретті теңдеуі үшін максимум принципіне ұқсас (шешімнің жалғыздығы), интегралдық және функционалдық операторлардың спектралді теориясы, интегралдық және функционалдық теңдеулер теориясы сияқты функционалдық талдау әдістері кеңінен қолданылады, локалді емес есептердің шешімінің бар екендігі мен жалғыздығын дәлелдеуде С. Л. Соболев кеңістігімен және басқа функционалды кеңістіктермен біріктірілген қысу карталары туралы Банах теоремасы қолданылады.
Бұл әдістер мен оларды қолдану мысалдары бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулерді талдаудың тереңдігі мен күрделілігін көрсетеді. Мұндай мәселелердің шешімділігін зерттеу теориялық әзірлемелерді шешімдердің тұрпатын толық түсіну үшін сандық модельдеумен біріктіре отырып, кешенді тәсілді қажет етеді.
Бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулердің спектралді қасиеттерін зерттеу теңдеулердің математикалық қасиеттері мен тұрақтылық, тербелмелі қасиеттер, шешімдердің ұзақ мерзімді тұрпатын және олар модельдейтін қалыптан тыс диффузияның болуы сияқты физикалық құбылыстар арасындағы терең байланыстарды ашады. Бұл қасиеттерді түсіну бөлшек дифференциалдық теңдеулердің қосымшаларында туындайтын есептерді талдаудың және шешудің тиімді әдістерін жасау үшін өте маңызды.
Бөлшек ретті теңдеулерді зерделеу кезінде негізгі қиындықтар аналитикалық шешімдерді алудың күрделілігі болып табылады, бұл бөлшек ретті операторлардың сызықтық емес және локалді емес, бөлшек ретті туындылардың локалді емес сипатына байланысты болуынан және сандық шешімдердің жоғары есептеу күрделілігіне әкеледі, әсіресе, көп өлшемді есептер мен айнымалы коэффициенттері бар есептер үшін. Сондай-ақ, туындылардың бөлшек реті мен модельденген процестердің физикалық қасиеттері арасындағы байланысты тереңірек зерттеу қажет. Бөлшек туындылар мен анықтамаларды қолдануда бірыңғай стандарттаудың болмауы әртүрлі зерттеулердің нәтижелерін салыстыру мен талдауды, сондай-ақ нәтижелерді практикалық қолданбаларға біріктіруді қиындатады.[116]
Әр түрлі бөлшек ретті теңдеулер үшін локалді және локалді емес есептердің шешімділік мәселелері [41, б.52]-[118-123] қарастырылған. Шекаралық есептердің шешімділік теориясында энергетикалық теңсіздіктер маңызды рөл атқарады. Қарастырылып отырған мәселе сызықтық оператор теңдеуі түрінде жазылады делік


 ,		       		        		(*)








мұнда  операторы Банах кеңістігінде анықталған және  Гильберт кеңістігінде әрекет етеді. Энергетикалық теңсіздік кез-келген  функциясы және қандай да бір  тұрақты үшін  операторының  кеңістігінде тығыз анықталу облысында мына түрдегі теңсіздікті білдіреді
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,  - сәйкесінше  және кеңістіктеріндегі нормаларының мәндері.

 (**) теңсіздіктен  кеңістігінде (*) теңдеу үшін немесе (*) тудыратын бастапқы сызықтық есептің шешімінің жалғыздығы (егер ол бар болса) бірден пайда болады.







	Кез келген  үшін (*) теңдеу шешімінің бар екендігін дәлелдеу үшін мен  мәндер жиындарының сәйкестігін көрсету керек. Әдетте, егер  операторының  анықталу облысы жеткілікті тегіс функциялар жиынтығын білдірсе де  теңдігі орындалмайды. Осыған байланысты операторын кеңейту жасалады. Әлсіз топологияда [124-128], әлді топологияда және басқаларында әртүрлі кеңейтулер бар. Тақырыбы бойынша біздің зерттеуімізге ұқсас, бұл идеялардың қарастырылып отырған нақты есептерге қолданылуының жүзеге асуы А.А.Дезин [129], К.Фридрихс [130], Ш.А.Алимов [131-132], Е.И.Моисеев [133], Т.Ш.Қалменов [134-135], М.О.Өтелбаев [136-137], А.И.Қожанов [138-139], В.И.Корзюк [140-142], В.В.Коврыжкина [143], В.П.Диденко [144], Н.Г.Сорокина [145], М.А.Садыбеков [146-147], Н.Ю.Капустин [148-154], М.Мұратбеков [ 155-156] және басқа математиктер еңбектері арналған. Аталған жұмыстар негізінен тәуелсіз  екі айнымалы жағдайға және ең қарапайым цилиндрлік емес аймақтарға қатысты. Бұл қызығушылық дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер теориясының дамуымен ғана емес, сонымен қатар уақыт өте өзгеретін салалардағы нақты физикалық және басқа процестерді модельдеу кезінде туындайтын мәселелерді зерттеумен байланысты. Дж.Л. Лионс пен Э. Маженестің кітабында [157] (341-бетті қараңыз, 13.7 есеп) цилиндрлік емес облыста эволюциялық типтегі теңдеулер үшін есептерді зерттеудің өзектілігі атап өтілгенін айта кету орынды.






	Шекаралық есептер жағдайында бөлшек ретті теңдеулерге арналған, атап айтқанда, бөлшек  ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін есептерді әлсіз мағынада зерттеу кезінде жалпыланған және регулярлы шешімдер арасындағы қатынастарды анықтауда айтарлықтай қиындықтар туындайды, нәтижесінде, шешімнің жалғыздығының дәлелденуі болмай, есептерді біржақты зерттеу орын алады. Осыған орай, «Қандай жағдайда әлсіз шешім регулярлы шешім болады?», – деген сұрақ маңызды бола бастайды.  Дәлірек қойылымда, (1) теңдеу үшін  шекаралық есептің жалпыланған шешімі регулярлы шешімдердің  тізбегімен жуықталуы мүмкін кезде, яғни қандай да бір метрикада  және  мағынада, әдетте,  нормасы бойынша болады. Соңғы қасиетке ие жалпыланған шешімдер әлді шнешімдер деп аталады. Әлді шешімдер ұғымы  кеңістігіндегі шекаралық есептерге сәйкес келетін дифференциалды операторлардың тұйықтауымен тығыз байланысты.
Екінші және үшінші ретті параболалық-гиперболалық типтегі аралас теңдеулер үшін бірқатар локалді және локалді емес есептердің шешімділік мәселелері (регулярлы және әлді шешім) және спектралді қасиеттері (вольтерлікі, меншікті мәндердің болуы, түбірлік функциялардың толықтығы мен базистігі) аралас композициялық типтегі теңдеулер үшін [158-164] зерттелген екенін ескереміз.
 Спектралді қасиеттер, соның ішінде вольтеррлік және меншікті мәндердің болуы, біз білетіндей бөлшек дифференциалдық теңдеулер үшін салыстырмалы түрде аз зерттелген, ал бөлшек ретті  диффузиялық толқындық теңдеу үшін зерттелмеген деуге де болады.
Осылайша, бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулерге арналған локалді және локалді емес есептерді зерттеу келешекте теориялық жаңалықтар мен практикалық қосымшалар үшін кең перспективалар ашатын күрделі жүйелерді модельдеу мен талдаудың қуатты құралы болып табылады, бұл диссертация тақырыбының өзектілігін анықтайды.
Жұмыс мақсаты Диссертацияның негізгі мақсаты бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеуі үшін жаңа локалді және локалді емес шекаралық есептердің шешілу мәселелерін қою және зерттеу. Сипаттамалық және сипаттамалық емес шекаралары бар облыстарда тұжырымдалған есептердің регулярлы және әлді шешімдерінің бар болу шарттары мен жалғыздығын анықтау, сонымен қатар тиісті дифференциалдық операторлардың спектралді сипаттамаларын зерттеу. Бөлшек диффузиялық-толқындық теңдеу үшін Бицадзе-Самарский типіндегі шарттары мен локалді шарттары бар есептер үшін меншікті мәндердің немесе вольтеррліктің болуы туралы бір мәнді шешілуін және теоремалардың дәлелдеуін қамтамасыз ететін осы есептердің шарттарын табу.
Зерттеудің міндеттері Бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеуі үшін Бицадзе-Самарский типті локалді емес шарттары бар есеп үшін:
· бірмәнді шешімділік мәселелерін, сондай-ақ үш есептің вольтеррлігін анықтау және зерттеу, олардың айрықша ерекшеліктері:: 
· бірінші есеп жағдайында–аралас облыстың гиперболалық бөлігінде Бицадзе-Самарский шарты сипаттамалық шекарадағы ізделінді шешімнің жанама туындысының мәндерін қатаң түрде облыстың гиперболалық бөлігінде (сипаттамалық үшбұрышта) қандай да бір қисықтағы ізделінді функцияның сипаттамалық бағыты бойынша туындылармен нүктелей байланыстырады; 
· екінші жағдайда–локалді емес шарт сипаттамалық шекарадағы ізделінді шешімнің жанама туындысының мәндерін қатаң түрде облыстың гиперболалық бөлігінде жатқан қандай да бір қисықтағы ізделінді функцияның басқа сипаттамалық бағытындағы туындылармен нүктелей байланыстырады; 
· және үшінші жағдайда – классикалық емес шарт сипаттамалық шекарада және қатаң түрде облыстың гиперболалық бөлігінде қандай да бір қисықта ізделінді шешімнің жанама туындыларын нүктелей байланыстырады;
· шекаралары сипаттамалық және сипаттамалық емес облыстарда бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін локалді және локалді емес есептердің бірмәнді шешімділігін анықтау және спектралді қасиеттерін зерттеу. Меншікті мәндердің бар болуы немесе зерттелетін есептердің вольтеррлігі туралы есептер мен теоремалардың бірмәнді шешімділігінің дәлелі. 
Зерттеу нысаны. Бөлшек ретті дифференциалдау операторлары бар аралас параболалық-гиперболалық теңдеулер болып табылады.
Зерттеу пәні. Бірмәнді шешімділік мәселелері мен спектралді қасиеттерді, оның ішінде гиперболалық бөлігі сипаттамалық үшбұрышпен сәйкес келеттін және айнымалыларды ажырату әдісін қолдануға жол бермейтін жазық облыстарда параболалық-гиперболалық (диффузиялық-толқындық) бөлшек ретті теңдеу үшін локалді және локалді емес есептердің меншікті мәндерінің бар болуы мен вольтеррлігін зерттеу. 
Зерттеу әдістері. Зерттелетін локалді және локалді емес есептер (шешімділік мағынасында) интегралдық теңдеулерге немесе интегралды-функционалды теңдеулерге келтіріледі. Дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер теориясының әдістері, бөлшек дифференциалдық теңдеулер теориясы, гильберт кеңістігіндегі сызықтық операторлардың кеңею теориясы, функционалдық теңдеулер теориясы, энергия интегралдары және априорлық бағалау әдістері қолданылады.
Бөлшек ретті аралас диффузиялық-толқындық теңдеу үшін локалді және локалді емес есептердің спектралді қасиеттерін зерттеуде Фурье әдісін (айнымалыларды ажырату) қолдануға жол бермейтін облыстарда сызықтық операторлардың спектралді теориясының әдістерін қолданылады, атап айтқанда интегралды операторлардың вольтерлікі критерийлері, операторлық теңдеулердің оң шешімдерінің теориясы. Бұл әдістер локалді және локалді емес есептерді талдау үшін Соболев кеңістіктерімен және басқа функционалды кеңістіктермен сабақтаса қолданылады.
Жұмыстың ғылыми жаңашылдығы. Диссертациялық жұмыс сипаттамалық және сипаттамалық емес  шекарасы бар облыстардағы Капуто мағынасында бөлшек дифференциалдау операторларымен аралас параболалық-гиперболалық бөлшек ретті теңдеуі үшін локалді және локалді емес есептердің бір мәнді шешімділігі мен спектралді қасиеттерін (вольтерлікі) зерттеуге арналған. 
· Бөлшек диффузиялық-толқындық теңдеу үшін есеп тұжырымдалды және зерттелді, мұнда аралас облыстың гиперболалық бөлігінде локалді емес шарты сипаттамада және сипаттамалық үшбұрыштың ішінде жатқан кез-келген қисықта ізделінді шешімнің бірдей сипаттамалық бағыты бойынша туындылардың мәндерін нүктелей байланыстырады. Зерттеліп жатқан есептің регулярлы және әлді шешімділігі, сонымен қатар вольтеррлігі дәлелденді. 
· Бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін Бицадзе-Самарский шартымен берілген есептің баламасының қисындылығы дәлелденген, мұнда локалді емес шарт аралас облыстың гиперболалық бөлігіндегі шекарадағы сипаттамасы мен облыс ішінде жататын кез келген қисық арасында ізделінді функцияның әртүрлі сипаттама бағыттарымен алынған туындыларын байланыстырады. Бұл есептің алдыңғы есептен айырмашылығы, оның қисындылығы мен вольтеррлігі үшін координата басындағы локалді емес шарттағы «қысу» коэффициенті мәні мен облыстың ішінде жататын қисық пен абсцисса осі арасындағы полярлық бұрыш  арасындағы арақатынастың маңыздылығы көрсетілген.
·  Диффузиялық-толқындық теңдеудің классикалық емес есебі тұжырымдалған, оның айрықша ерекшелігі – аралас облыстың гиперболалық бөлігінде Бицадзе-Самарский шарты сипаттамалық шекарадағы және қатаң түрде облыстың ішінде жатқан кез-келген қисықтағы ізделінді шешімнің жанама туындыларын нүктелей байланыстырады. Бұл есептің бір мәнді шешімділігі мен вольтеррлігі облыстың геометриялық сипаттамаларына және координаталар басындағы локалді емес шартымен «қысу» коэффициентіне айтарлықтай тәуелді екендігі анықталды.
· Сипаттамадан ауытқуы бар облыстағы бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін екі локалді шекаралық есептердің бір мәнді регулярлы және әлді шешімділігі анықталды. Қарастырылып отырған есептердің меншікті мәндерінің бар болуы немесе вольтеррлігі туралы теоремалар дәлелденді. Айта кету керек, ең қызықтысы-бұл есептерде сипаттамалық шекара болмаған кезде, есептердің меншікті мәндерінің болуы немесе вольтеррлігі шекараның гиперболалық бөлігінің сипаттамалық емес қисығында берілген ізделінді функцияның туындысының бағытына байланысты.
Зерттеудің теориялық және практикалық маңыздылығы. Бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулер теориясының дамуы күрделі жүйелердегі динамикалық процестерді терең түсінуге ықпал етеді, математикалық аппараттар мен локалді емес және сызықтық емес құбылыстарды талдау әдістерін байытады. Бөлшек дифференциалдық теңдеулердің қосымшалары физика, инженерия, биология және медицина саласындағы озық зерттеулер мен әзірлемелерді қамтиды, қалыпты емес диффузияға, күрделі динамикалық жүйелерге және ерекше қасиеттері бар материалдарға қатысты есептерді шешудің жаңа құралдарын ұсынады және бөлшек модельдерді әлеуметтік ғылымдар, экономика және психология сияқты жаңа салаларға қолдануды кеңейтеді, атап айтқанда жады және мұрагерлік қасиеттері бар процестерді модельдеу үшін пайдалы болуы мүмкін. Бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулерді зерттеу нәтижелерін жоғары оқу орындарының білім беру бағдарламаларына біріктіру ғылым мен инженерияның озық салаларында заманауи математикалық модельдермен және әдістермен жұмыс істей алатын жоғары білікті мамандарды даярлауға ықпал етеді. 
Қорғауға ұсынылатын қағидаттар.
· Бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін Бицадзе-Самарский типіндегі локалді және локалді емес шарттары бар есептердің бір класы үшін спектралді қасиеттер және бірмәнді шешімділік мәселелері зерттелді.
· Бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеуі үшін Бицадзе-Самарский типіндегі локалді емес шарттары бар үш есептің бірмәнді шешімділігі мен вольтеррлік мәселелері тұжырымдалып, зерттелді. Есептің қисындылығы мен вольтеррлігі үшін локалді емес шарт коэффициенті мен облыс ішінде жатқан қисық пен абсцисса осі арасындағы полярлық бұрыш арасындағы арақатынастың маңызды екендігі көрсетілді.
· Сипаттамадан ауытқыған облыстарда бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеулер үшін локалді және локалді емес есептердің шешімділігі мен спектралді қасиеттері зерттелді.
· Облыстың сипаттамалық және сипаттамалық емес шекараларында  қойылған есептердің регулярлы және әлді шешімділігі дәлелденді.
· Есептердің бірмәнді шешімділігі анықталды,  меншікті мәндердің бар болуы немесе қарастырылған есептердің вольтеррлігі туралы теоремалар дәлелденді.
[bookmark: _GoBack]Диссертациялық жұмыстың шынайылығы, ғылыми қағидалардың, қорытындылар мен нәтижелердің негізденуі  негізгі қағидаттар бұрын белгілі ғалымдар алған нәтижелер негізінде зерттеу жұмысында келтірілген егжей-тегжейлі дәлелдемелер арқылы алынғандығымен расталады; сондай-ақ жұмыс нәтижелерінің дұрыстығын олардың Web of Science Core Collection және Scopus халықаралық ғылыми-метрикалық базаларына кіретін жоғары рейтингті рецензияланған басылымдарда жариялануымен растауға болады.
[bookmark: _Hlk127751025]Диссертациялық жұмыстың басқа ғылыми-зерттеу жұмыстарымен байланысы. 
Диссертациялық жұмыс «Абай атындағы Қазақ ұлттық педагогикалық университеті» КЕАҚ жанындағы Қазақстан Республикасы Білім және ғылым министрлігі Ғылым комитетінің 2021-2023 жылдарға арналған ғылыми және (немесе) ғылыми-техникалық жобалар бойынша жас ғалымдардың іргелі және қолданбалы ғылыми зерттеулерін гранттық қаржыландыру бағдарламасы аясында «Математикалық физиканың классикалық емес теңдеулері үшін отандық шекаралық есептердің қисындылығын зерттеу» тақырыбында орындалды (IRN № AP09058677).
Жұмыс апробациясы. Негізгі қағидаттар келесі ғылыми шараларда ұсынылды және баяндалды:
· Воронеж көктемгі математикалық мектебінің «Современные методы теории краевых задач» атты халықаралық конференциясы, Понтрягин оқулары – XXX (Воронеж қаласы, Ресей, 3-9 мамыр 2019 жыл); 
·  Uzbekistan-Malaysia International Conference «Computational Models and Technologies (CMT2022)» (Ташкент қаласы, Өзбекстан, 16-17 қыркүйек 2022 жыл);
·  «Неклассические уравнения математической физики и их приложения» атты халықаралық ғылыми конференциясы (Ташкент қаласы, Өзбекстан, 6-8 қазан, 2022 жыл);
· VII Түркі әлемінің бүкіләлемдік математиктер Конгресі (TWMS Congress-2023) (Түркістан қаласы, 20-23 қыркүйек, 2023 жыл);
·  «Современные проблемы дифференциальных уравнений и их приложения» атты халықаралық ғылыми конференция (Ташкент қаласы, Өзбекстан, 23-25 қараша, 2023 жыл).
Сонымен қатар, зерттеу нәтижелері ғылыми семинарларда баяндалды және талқыланды:
· Сантьяго де Компостела университетінің Галисия математикалық зерттеулер және технологиялар орталығының ғылыми семинары (жетекшісі – профессор Альберто Кабада, Сантьяго де Компостела қаласы, Испания, 21 маусым 2022 жыл); 
· Гент унивеситетінің математика департаментінің ғылыми семинары (жетекшісі – профессор М.В. Ружанский, Гент қаласы, Бельгия, 20 наурыз 2023 жыл);
· Абай атындағы ҚазҰПУ, математика, физика және информатика институтының, математика және математикалық модельдеу кафедрасының ғылыми семинарлары (жетекшісі – ф.-м.ғ.д., профессор А.С. Бердышев, Алматы, Қазақстан).
[bookmark: _Hlk127751042]Ізденушінің жарияланымдары мен жеке үлесі. Диссертациялық зерттеудің нәтижелері Web of Science және Scopus халықаралық ғылыми-метрикалық базаларына қатысты келесі жоғары рейтингті халықаралық ғылыми журналдарда жарияланды:
· Adil N., Berdyshev A.S., Eshmatov B.E., Baishemirov Zh.D. Solvability and Volterra property of nonlocal problems for mixed fractional-order diffusion-wave equation // Boundary Value Problems. – 2023. – No. 47 (2023). – P. 1-29. (Percentile-84, IF -1,793, Quartile – Q1) DOI: 10.1186/s13661-023-01764-9;
· Adil N., Berdyshev A.S. Spectral properties of local and nonlocal problems for the diffusion-wave equation of fractional order // Bulletin of the Karaganda University. Mathematics series. – 2023. – №2 (110). – P. 4-20. (Percentile-35, IF -0,6, Quartile – Q3) DOI: 10.31489/2023M2/4-20;
және халықаралық конференциялар материалдарындағы бес тезис.
Есептің қойылмы ғылыми кеңесшілерге тиесілі. Негізгі теоремалар дәлелдемелері мен тұжырымдары диссертантқа тиесілі.
Диссертацияның құрылымы және көлемі. Диссертациялық жұмыс 95 бетте баяндалған, кіріспеден, әрқайсысы бөлімшелерден тұратын екі бөлімнен, қорытындыдан және пайдаланылған әдебиеттер (195 атау) тізімінен тұрады.
Диссертацияның негізгі мазмұны. Ұсынылған диссертацияның кіріспесінде зерттеу жұмысының бүгінгі күнгі өзектілігі мен жаңалығы келтірілген.
Бірінші бөлім үш бөлімшеден тұрады және тәуелсіз екі  айнымалысы бар бөлшек ретті параболалық-гиперболалық теңдеу үшін Бицадзе-Самарский шартымен берілген есептердің бір класын зерттеуге арналған.
[bookmark: _Hlk161757854]Бірінші бөлімнің негізгі нәтижесі – бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеуі үшін локалді емес шарттары бар үш есептің вольтеррлігін дәлелдеуі.
 [165] жұмысында бірқалыпты эллиптикалық теңдеу үшін жаңа есеп тұжырымдалды. Бұл есептің басқалардан айырмашылығы – ізделінді функция теңдеуді қанағаттандыруы қажет облыстың ішкі нүктелерінде ізделінді шешімнің шекаралық мәндері қайталанады. Осы жұмыстан кейін математикалық әдебиетте әртүрлі тұжырымдардағы теңдеулердің көптеген түрлеріне арналған Бицадзе-Самарский есептері типіндегі есептерге арналған бірқатар жұмыстар пайда болды.
Бицадзе-Самарский типті есептеріне арналған көптеген жұмыстарға қарамастан, математикалық әдебиеттерде сипаттамада және қатаң түрде сипаттамалық үшбұрыштың ішінде жатқан кез келген монотонды қисықта ізделінді шешімнің мәндерін байланыстыратын жағдаймен аралас типті теңдеуге арналған есептер жоқ.
Осыған байланысты нақты сұрақтар туындайды: бөлшек ретті аралас диффузиялық-гиперболалық теңдеуі үшін ұқсас есептерді тұжырымдауға бола ма? Мұндай есептердің арасында вольтеррлі есептер бар ма?
Бүтін ретті параболалық-гиперболалық теңдеу үшін шекаралық есептердің спектралді қасиеттері (оның ішінде вольтеррлігі) [151, 115 б.], [166-169] жұмыстарда зерттелген 

Келесі теңдеуді  облысында қарастырайық 


 			         	(1)

мұнда





,			(2)












мұнда  – Эйлер гамма-функциясы, (2) –  бөлшек ретті Капуто мағынасындағы интегралды-дифференциалдық оператор [41, 14 б.],  облысында.  – төбелері  нүктелерінде болған, -тіктөртбұрыш, (1) теңдеудің  кесіндісімен және (1) теңдеудің  сипаттамаларымен шенелген облыс,  – берілген функция.









 тегіс қисық болсын, мұнда   егер   және  , егер  болса, сипаттамалық үшбұрыш ішінде орналассын.
	




 қисығына қатысты, айталық,  болсын, ал – екі рет үздіксіз дифференциалданатын функция және -монотонды өспелі функциялар болсын. 





	арқылы  скаляр көбейтіндісі және   нормасы  бар С.Л. Соболев кеңістігін,  – арқылы облысында квадраттық қосындыланатын функцияларды белгілейміз.
1.1 бөлімше диффузиялық-гиперболалық теңдеу үшін бірдей сипаттамалық бағыттар бойынша туындылары бар локалді емес шарттары бар есепке арналған. 




 облысында (1) теңдеу үшін локалді емес есеп қарастырылуда, аралас облыстың гиперболалық бөлігінде локалді емес шарт сипаттамасындағы ізделінді шешімнің жанама туындысы мәні мен сипаттамалық үшбұрыштың ішіндегі кез-келген қисығындағы ізделінді функциясының



сипаттама бағыты бойынша туындысын нүктелей байланыстырады, сонымен қатар ұштары координаталар басы мен (нүктесінде) сипаттамасында орналасқан.
(1) 
теңдеуі үшін  облысында келесі есеп тұжырымдалған:
М1В Есебі. Келесі шарттарды қанағаттандыратын (1) теңдеуі шешімін табу керек: 


									(3)

									(4)

		(5)







мұнда   сипаттамасының (қисығы)   нүктесінен шығатын сипаттамасымен қиылысу нүктелерінің аффикстері,  ̶   берілген функция болып табылады. 



	 болған жағдайда,  есебі типтің өзгеруінің сипаттамалық емес сызығы бар аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін локалді емес есепке сәйкес келеді. Бұл жағдайда, регулярлы және әлді шешімділік мәселелері, және де  есебінің вольтерлігі [158, 59 б.] жұмыста зерттелген.  



  функциясын  облысында  есебінің регулярлы шешімі деп атаймыз, мұнда


 


 облыстарында (3)-(4) шарттарын және (1) теңдеуін қанағаттандырады.




Теорема 1.  және  болсын. Онда кез-келген  функциялары үшін,  есебінің (1), (3)-(5) жалғыз регулярлы шешімі бар және мына түрде беріледі 


				(6)


мұнда , және келесі теңсіздікті қанағаттандырады 


			 (7)

Осы бағалаудан келесі бағалаудың дұрыстығы шығады 


.		(8)



Егер әрбірі (3)-(5) шарттарын қанағаттандыратын  функциялар тізбегі үшін кезінде, төмендегі шектер 


,  



орынды болса, онда  функциясын  есебінің әлді шешімі деп атаймыз.



Теорема 2. Теорема 1 шарттары орындалсын. Онда кез-келген функциясы үшін  есебінің  жалғыз әлді шешімі бар. Бұл шешім (6) түрінде бейнеленеді және бағалауды қанағаттандырады (8).



	 арқылы біз (3)-(5) шарттарын қанағаттандыратын,  функциялар жиынында (2) өрнегімен берілген бөлшек дифференциалдық оператордың  кеңістігіндегі тұйықталуын белгілейміз.






Жоғарыда келтірілген  есебінің әлді шешімінің анықтамасына сәйкес,  болғанда ғана, –  есебінің әлді шешімі болып табылады, мұнда  –  операторының анықталу облысы.




Теорема 2 ден  – операторы тұйық және оның анықталу облысы -да тығыз екендігі шығады; кері  операторы бар, барлық кеңістігінде анықталған және жете үздіксіз.


Осыған байланысты « операторының, сәйкесінше,  есебінің де меншікті мәні бар ма?» деген орынды сұрақ туындайды.

Негізгі нәтиже  операторының меншікті мәнінің жоқ екені туралы теорема болып табылады.

Теорема 3.  болсын. Онда келесі интегралды оператор


,			(9)



мұнда , -да вольтерлі болып табылады.

Салдар 1.  есебі вольтерлі есеп болып табылады.

Салдар 2. Кез-келген комплекс  саны үшін келесі теңдеу





барлықбірмәнді шешімді. 







1.2 бөлімше әртүрлі сипаттамалық бағыттар бойынша туындылары бар локалді емес шарттары бар диффузиялық-гиперболалық теңдеуге арналған есептердің бір мәнді шешімділігі мен вольтеррлігі есептерін зерттеуге арналған. Мұнда (1) теңдеу үшін локалді емес есептер зерттеледі, ал гиперболалық бөлімде  сипаттамасында ізделінді шешімнің жанама туындысының мәндерін  облысында жатқан қандай да бір  қисығындағы шешімнің  сипаттамасының бағыты бойынша туындысының мәнімен  нүктесіндегі ұштары және  сипаттамасында ( нүктесінде) байланыстыратын шарттар берілген.






	Бұл бөлімнің негізгі мақсаты –  есебінің қисындылығы мен вольтеррлігі үшін  есебімен салыстырғанда,  сипаттамасының бағыты бойынша туындының координата басындағы  «қысу» коэффициенті және қисығы мен абсцисса осі түзетін  полярлық бұрышы арасындағы байланыс өте маңызды екенін көрсету 
М2В Есебі. Келесі шарттарды қанағаттандыратын (1) теңдеу шешімін табу керек. 


					 (10)


		(11)







мұнда  – сипаттамалық координаталардағы  қисығының теңдеуі  –  берілген функция.







	жағдайында, егер  нүктесі  сипаттамасында болса,  есебі қисынды емес (жете анықталмаған, [16] қараңыз); егер нүктесі  нүктесімен сәйкес келсе, онда  есебінің бірмәнді шешімділігі [170] жұмыста зерттелген. Аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін сипаттамадан ауытқуы бар облыстағы шекаралық есептердің вольтеррлігі және меншікті мәнінің болуы [163, 3 б.; 164, 7 б.] жұмыстарда анықталған.




	Жоғарыда айтып кеткендей, егер  (1) теңдеуді  облыста және (10), (11) шарттарды қанағаттандыратын болса,  есебінің регулярлы шешімі деп  функциясын қабылдаймыз. 


	Бұдан ары қарай  функциясына қатысты барлық жерде  деп болжайтын боламыз.
	Теорема 4. Келесі шарт орындалсын



     	                (12)




онда кез-келген функциясы үшін  есебінің жалғыз регулярлы шешімі бар және ол (8) теңсіздікті қанағаттандырады және мына түрде беріледі:


			 (13)


мұнда 

 есебі бірмәнді шешімділік мағынасында эквивалентті түрде интегралды-функционалды теңдеуге келтірілген.





			(14)
	



	 арқылы біз (10)-(11) шарттарын қанағаттандыратын,  функциялар жиынында (2) өрнегімен берілген бөлшек дифференциалдық оператордың  кеңістігіндегі тұйықталуын белгілейміз.




Егер  және  болса,  функциясын  есебінің әлді шешімі деп атаймыз. 


	 Теорема 5. (12) шарт орындалсын. Онда кез-келген функциясы үшін  есебінің жалғыз әлді шешімі бар. Бұл шешім (8) теңсіздікті қанағаттандырады және (13) түрде берілуі мүмкін.


	Жоғарыда айтылғандай,  арқылы  есебіне сәйкес дифференциалдық оператор белгіленген. Келесі теорема дұрыс.


	Теорема 6. (12) шарт орындалсын. Онда  есебі вольтеррлі болады, басқаша айтқанда кез-келген  комплекс саны үшін 


	 				


теңдеудің барлық  үшін шешімі  бар және жалғыз, 
1.3 бөлімшеде диффузиялық-гиперболалық теңдеу үшін локалді емес шарттары бар есептердің бірмәнді шешімділігі мен вольтеррлік мәселелері зерттеледі.



Мұнда (1) теңдеу үшін бір локалді емес есеп тұжырымдалады, оның айрықша ерекшелігі (жоғарыда қарастырылған есептерден) аралас облыстың гиперболалық бөлігінде локалді емес шарт  сипаттамасында және  сипаттамалық үшбұрышының ішінде жатқан кез-келген  қисығында ізделінді шешімнің жанама туындыларын нүктелей байланыстырады.
	М3В Есебі. (10) және (15) шарттарын қанағаттандыратын (1) теңдеу шешімін табу қажет.


		          	(15)
	

Егер , онда (15) шарт келесі шартқа эквивалент екенін айта кетейік




ол сипаттамадағы ізделінді шешімнің мәндерін облыстың ішінде орналасқан қандайда бір қисықтағы шешімнің мәнімен нүктелей байланыстырады.

	Сипаттамада (жағдайда) ізделінді функцияның мәні берілген (1) теңдеу үшін шекаралық есептер көптеген авторлардың еңбектерінде қарастырылған [170 қараңыз].



	Ал,  және жағдайында,  есебінен (1), (10), (15) типтің сипаттамалық емес өзгеру сызығы бар параболалық-гиперболалық теңдеу үшін жалпыланған Трикоми есебінің баламасы шығады (М есебі А.В.Бицадзе терминологиясы бойынша). Параболалық-гиперболалық теңдеу үшін М есебінің вольтерлігі мен әлді шешімділігі алғаш рет М.С.Салахитдинов пен А.С.Бердышев жұмыстарында дәлелденген [166, 303 б.; 167, 4 б.].




	Егер  (10), (15) шарттарын және облыстарда (1) теңдеуін қанағаттандырса,  функциясын есебінің регулярлы шешімі деп атаймыз.









	Егер (10), (15) шарттарын және  қанағаттандыратын, кеңістігінде  және  сәйкесінше  мен  -ке жинақталатындай  тізбегі бар болса,  функциясын есебінің әлді шешімі деп атаймыз.

	Келесі  есебінің регулярлы және әлді шешімділігі туралы теоремалар орындалады.

	Теорема 7.  болсын және


			(16)



Онда кез-келген   есебінің жалғыз регулярлы шешімі бар. Бұл шешім (8) теңсіздікті қанағаттандырады және келесі түрде беріледі


           		       (17)


мұнда 


	Теорема 8. Теоремы 7 шарттары орындалсын. Онда кез-келген  функциясы үшін  есебінің жалғыз әлді шешімі бар. Бұл шешім (17) түрінде беріледі және (8) теңсіздікті қанағаттандырады.











	Алдыңғыдай,  арқылы біз (10) және (15) шарттарын қанағаттандыратын,  функциялар жиынында (2) өрнегімен берілген бөлшек дифференциалдық оператордың  кеңістігіндегі тұйықталуын белгілейміз.  операторының  анықталу облысы  есебінің әлді шешімдерінен тұратыны анық. 8-теоремадан, (16) шарты бойынша  операторы қайтарымды, ал кері операторы бүкіл -де анықталған және (17) өрнек жете үзіліссіз. Сондықтан, егероператорының (есебі) спектрі бар болса, онда ол тек ақырлы еселі меншікті мәндерінен ғана тұра алады.


	 (16) шартты орындау кезінде есебінің (оператордың) меншікті мәндерінің жоқтығын растайтын келесі теорема дәлелденді. 
	Теорема 9. 7-теорема шарттары орындалсын. Онда 





есебі операторының кері операторы вольтеррлі болады.

Осы теоремадан есебінің меншікті мәндерінің жоқ екендігі шығады. 



	Айта кетейік, (6), (13) және (17) өрнектерінде ,, функциялары берілген Вольтерр типіндегі интегралдық теңдеулерінің ядро резольвентасы және функциялар арқылы айқын түрде көрініске ие болады.


1-бөлімнің қорытындысында 2-ші және 3-ші бөлімшеде қаралған есептердің қисындылығы (вольтеррлік) үшін (12) және (16) шарттар маңызды екенін атап өтеміз. Төмендегі келтірілген мысалға назар аударсақ, (12) шарты бұзылған кезде,  есебінің шешімі жалғыз емес, яғни нөл  есебінің  меншікті мәні болып табылады.



Мысал.   болсын. Онда (12) шарт келесі көрініске ие болады





мұнда , ал (14) теңдеу мына түрде жазылады: 



         	                       (18)
	Келесі теңдеуді қарастырайық:


     			            (19)
	



болсын. Онда  және (19) теңдеудің  классынан келесі түрдегі тривиал емес шешімі бар екенін байқау қиын емес


  			       (20)


мұнда 
	Шындығында,









Сондықтан, (20) түріндегі функция (19) теңдеу шешімі болып табылады.  шартынан , және  екені туындайды.


	Онда, -операторы -де компакт оператор болғандықтан (18) теңдеудің де тривиалды емес шешімі бар.
Екінші бөлім бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеуі үшін екі шекаралық есептің спектралді қасиеттерін зерттеуге арналған. Бұл бөлімде бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеу үшін локалді есептердің шешімділік мәселелері зерттеледі. Шекаралары сипаттамалық және сипаттамалық емес облыстарда қойылған есептердің регулярлы және әлді шешімділіктері дәлелденген. Есептердің бірмәнді шешімділігі орнатылады және қарастырылып отырған есептердің меншікті мәндерінің бар болуы немесе вольтеррлігі туралы теоремалар дәлелденеді.
Бөлшек реттік теңдеу бүтін реттік теңдеуді жалпылайтындықтан, сондай-ақ, осындай теңдеулер үшін жүйеленген аналитикалық және сандық әдістер салыстырмалы түрде аз қарастырылғандықтан, бұл бағытты дифференциалдық теңдеулердің жалпы теориясы басымдыққа ие.
Бөлшек ретті дифференциалдық теңдеулердің математикалық теориясы қарапайым теңдеулер үшін азды-көпті толық зерттелген [5, 163 б.], ал дербес туындылы теңдеулер үшін қарапайым дифференциалдық теңдеуден ерекшеленеді. Ғылыми әдебиеттерде негізінен бастапқы деректері бар есептің баламалары және бөлшек ретті дербес туындылары бар қарапайым теңдеулер үшін бастапқы-шекаралық есептер қарастырылды. Мұндай есептерді шешу әдістері [5, 186 б.], [41, 104 б.], [109, 115 б.], [171-177] жұмыстарда қарастырылған.
Әртүрлі бөлшек ретті теңдеулер үшін локалді және локалді емес есептердің шешімділік мәселелері мына жұмыстарда қарастырған [117, 3885 б.; 118, 136 б.; 119, 3270 б.; 120, 2 б.; 121, 2995 б.;122, 1238 б.].
Бөлшек ретті аралас теңдеу үшін спектралді қасиеттер, соның ішінде вольтеррлік және меншікті мәндердің бар болуы, біз білетініміздей, зерттелмеген дерлік.
Айта кетейік, екінші және үшінші реттік аралас параболалық-гиперболалық теңдеулер үшін локалді және локалді емес есептердің спектралі қасиеттері мен шешімділігі [158, 85 б.; 159, 214 б.; 160, 7 б.; 161, 419 б.; 162, 388 б.; 163, 2 б.; 164, 3 б.], [178] жұмыстарда зерттелген.
Келесі теңдеуді қарастырайық


			 (21)

мұнда


			(22)


		




мұнда  – Эйлердің гамма-функциясы, (22) –  бөлшек ретті Капуто мағынасындағы интегралды-дифференциалды оператор [5, 92 б.],  – берілген функция.
2.1 бөлімшеде диффузиялық-толқындық теңдеулер үшін локалді есептердің вольтерлігі мен шешімділігі зерттеледі.




















 болсын, мұнда  – төбелері    нүктелерінде орналасқан  тіктөртбұрышы,  –  кесіндісімен,  тегіс қисығымен, мұнда   және (1.1) теңдеудің , егер  болса және , егер  болса ( жағдайында) сипаттамасымен шектелген,  сипаттамалық үшбұрышының ішінде орналасқан облыс. 




 қисығына қатысты, – екі рет үздіксіз дифференциалданатын функция және  – монотонды өспелі функциялар делік, сонымен қатар .

 Есебі. Төмендегі шарттарды қанағаттандыратын (21) теңдеу шешімін табу қажет:


		(23)

		(24)

	.	(25)






Анықтама.  функциясын  есебінің  облысында регулярлы шешімі деп атаймыз, егер  функциясы (23)-(25) шарттарды   және (21) теңдеуді  облысында қанағаттандырса, мұнда 




2.1 бөлімшенің негізгі нәтижесі келесі теорема болып табылады.


Теорема 10.  есебінің (21), (23)-(25) кез-келген  функциясы үшін жалғыз регулярлы шешімі бар және ол


		(26)

түріне ие және келесі теңсіздікті қанағаттандырады:

		(27)

Мұнда 


,	(28)



		








[bookmark: _Hlk131424405]мұнда       және  .





 – Райт типіндегі функция [41, 20 б.], ,


, ,

.



Анықтама. Егер (23)-(25) шарттарын қанағаттандыратын  функциялар тізбегі бар болса, және  кезінде төмендегілер орынды болса


,



онда  функциясын  есебінің әлді шешімі деп атаймыз.
Келесі теорема дұрыс.



Теорема 11. Кез-келген  функциясы үшін  есебінің жалғыз әлді шешімі бар. Бұл шешім (26) түріне ие бола алады және (27) бағалауды қанағаттандырады.



 арқылы біз (23)-(25) шарттарын қанағаттандыратын,  функциялар жиынында (22) өрнегімен берілген бөлшек дифференциалдық оператордың  кеңістігіндегі тұйықталуын белгілейміз.





Жоғарыда келтірілген әлді шешімнің анықтамасы бойынша,  функциясы  есебінің әлді шешімі болады, сонда тек сонда ғана, егер , мұнда –операторының анықталу облысы.




11-теоремадан  операторы – тұйық және оның анықталу облысы  кеңістігінде тығыз екендігі шығады; кері операторы бар, ол бүкіл  анықталған және жете үздіксіз.



Осыған байланысты орынды сұрақ туындайды:  операторының, сәйкесінше,  есебінің меншікті мәндері бар ма? Негізгі нәтиже болып  операторының меншікті мәнінің жоқтығы туралы теорема табылады.
Теорема 12. Интегралды оператор


	,		(29)



мұнда   кеңістігінде вольтеррлі.

Салдар 3.  есебі вольтеррлі болып табылады.

Салдар 4. Кез-келген комплекс  саны үшін




 теңдеуі және барлық   бірмәнді шешімді,.
2.2 бөлімше сипаттамадан ауытқыған облыстарда диффузиялық-толқындық теңдеулер үшін локалді және локалді емес есептердің меншікті мәндерінің бар болуы және шешімділігіне арналған.

 облысында қарастырылған 2.1 бөлімшеде келесі есепті зерттейік:

	 Есебі. Келесі шарттарды қанағаттандыратын (21) теңдеу шешімін табу қажет


		(30)

		(31)
	




Анықтама.  есебінің  облысында регулярлы шешімі деп облысында (21) теңдеуді және (30)-(31) шарттарын қанағаттандыратын  функциясын атаймыз, мұнда







Анықтама.  функциясын  есебінің әлді шешімі деп атаймыз, егер (30), (31) шарттарын қанағаттандыратын, үшін



,  



орындалатындай , функциялар тізбегі табылса, 

 есебінің регулярлы шешімділігі 2.1-бөлімшеде көрсетілген жолмен дәлелденеді.



Теорема 13.  есебінің кез-келген  үшін жалғыз әлді шешімі бар. Бұл шешім мына түрде көрсетіледі 


,			(32)


мұнда , және (27) бағасын қанағаттандырады.



	 арқылы -дан алынған функциялар жиынында (30)-(31) шарттарын қанағаттандыратын, (22) өрнегімен берілген,  кеңістігіндегі оператордың тұйықталуын белгілейміз.




Теорема 14.  болсын. Онда теңдеуі  тривиал емес шешімге ие болатындай  бар.
Бұл теореманы дәлелдеуде (32) қолданылады, В.Б. Лидский [179] ядролық оператордың матрицалық және спектралді іздерінің сәйкестігі туралы теоремалары және Гильберт-Шмидттің екі операторының көбейтіндісі ретінде ұсынылған ядролық оператордың ізін есептеу Гаал формуласы қолданылады [180].

Салдар 5.  есебінің меншікті мәні (кем дегенде бір) бар. 




Қорытындылай келе, ең қызық факт –  және есептерінде, нүктесі  нүктесімен сәйкес келген жағдайда, есептің вольтеррлі болуы немесе меншікті мәнінің бар болуы ізделінді функцияның шекараның гиперболалық бөлігінің сипаттамалық емес қисықта берілген туындысының бағытынан тәуелді екендігін ескере кетейік.
Қорытындыда диссертация жазу барысындағы алынған негізгі нәтижелер мен қысқаша тұжырымдар көрсетілген.
Автор отандық ғылыми кеңесшісі – физика-математика ғылымдарының докторы, профессор А.С. Бердышевке есептер қойғаны және диссертациялық жұмысқа тұрақты назар аударғаны үшін, шетелдік ғылыми кеңесшісі – жаратылыстану ғылымдарының докторы (PhD), профессор Михаил Владимирович Ружанскийге зерттеулерді орындау кезінде қолдау көрсеткені және құнды кеңестері үшін алғысын білдіреді.
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Бұл бөлім ең маңызды есептердің бірі – (бөлшек ретті) диффузиялық-толқындық теңдеу үшін үш локалді емес есептердің шешімділігі мен спектралді қасиеттерін (вольтерлікі) зерттеуге арналған. Бұл бөлімнің негізгі нәтижесі параболалық-гиперболалық бөлшек ретті теңдеу үшін локалді емес шарттары бар үш есептің вольтеррлігінің дәлелденуі болып табылады.

[bookmark: _Toc165547115]1.1 Диффузиялық-гиперболалық теңдеу үшін бірдей сипаттамалық бағыттар бойынша туындылары бар локалді емес шарттарымен берілген есеп


Келесі теңдеуді  облысында қарастырайық.


	,	
мұнда 


		



 













мұнда  –Эйлердің гамма функциясы, (1.2) –  бөлшек ретті Капуто мағынасындағы интегралды-дифференциалды оператор [5, 92 б.]. Бұл жерде  – төбелері     нүктелерде болған  тіктөртбұрыш,  –  кесіндісімен және (1.1) теңдеудің  сипаттамаларымен шенелген облыс,  – берілген функция. 






	 тегіс қисық болсын, мұнда  егер  және  болса, егер  болса  сипаттамалық үшбұрышының ішінде орналасса.




 қисығына қатысты айталық,  – екі рет үздіксіз дифференциалданатын функция және -монотонды өспелі функциялар және  болсын. 







 облысында (1.1) теңдеу үшін локалді емес есеп қарастырылуда, аралас облыстың гиперболалық бөлігінде локалді емес шарт сипаттамасындағы ізделінді шешімнің жанама туындысының мәні мен сипаттамалық үшбұрыштың ішіндегі кез-келген қисығындағы ізделінді функциясының сипаттама бағыты бойынша туындысын нүктелей байланыстырады, сонымен қатар ұштары координаталар басы мен  сипаттамасында (нүктесінде) орналасқан.
М1B Есебі. Келесі шарттарды қанағаттандыратын (1.1) теңдеуі шешімін табу қажет: 


		

		

		
			






мұнда   сипаттамасының (қисығы)   нүктесінен шығатын сипаттамасымен қиылысу нүктесінің аффиксі,  ̶  берілген функция болып табылады. 



 	  болған жағдайда,  есебі типтің өзгеруінің сипаттамалық емес сызығы бар аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін локалді емес есепке сәйкес келеді. Бұл жағдайда, регулярлы және әлді шешімділік мәселелері, сондай-ақ  есебінің вольтерлігі [158, 59 б.], [162, 391 б.],  жұмыстарда зерттелген.  

облысында келесі көмекші есепті қарастырайық 

С1 Есебі.  үшін (1.3), (1.4) шарттарын қанағаттандыратын (1.1) теңдеудің шешімін табу керек 


	,	


мұнда  – берілген функция.



Лемма 1.1.  болсын. Онда кез-келген  үшін есебінің шешімін априорлық бағалауға болады.


		

мұнда

.
	


Осы жерде және ары қарай  символымен функциясынан тәуелсіз оң тұрақты белгіленеді, бірдей болуы міндетті емес.



Лемма 1.1. дәлелдеуі.  үшін (1.1) теңдеуін функциясына көбейтіп, 0 ден 1 ге дейін  бойынша интегралдаймыз және (1.3), (1.4) шарттарын ескере отырып, қандай да бір түрлендірулерден кейін мына теңдікті аламыз:


		

мұнда


		

		

[6] жұмыс бойынша белгілі


.

Соңғы теңсіздікке байланысты, (1.8)-ден (1.6) және (1.9)-(1.10) белгілердің ескерілуімен аламыз:


		



(1.11) теңсіздігін  бойынша 0 ден  ке дейін интегралдап, 


,


және  ескере келе келесі теңсіздікті аламыз




Соңғыда оң жақ бөлігіне белгілі теңсіздіктерді қолданып алатынымыз:


		

(1.12) сол жақ бөлігінде, алғашқы екі мүшесін алыс тастап және Гронуолл-Беллман теңсіздігін қолданамыз, сонда келесі теңсіздікке қол жеткіземіз:


.

(1.12)-ден соңғысын ескере келесіні аламыз


		


Сол сияқты, жоғарыдағыдай, (1.13) сол жақ бөлігіндегі екінші мүшесін алып тастап және [177]-тегі 2-лемманы қолдана отырып мына теңсіздікті аламыз




Осы жерден, 


,

ескере отырып, келесіге ие боламыз:


		

(1.12)-(1.14)-тен (1.7) априорлық бағалаудың дұрыстығы шығады. Лемма 1.1 дәлелденді.



Енді  облысында (1.1) теңдеуді қарастырамыз. Толқын теңдеуі үшін облысында (1.1), (1.9), (1.10) Коши есебінің бірмәнді шешімділігіне байланысты  есебінің кез-келген регулярлы шешімі келесі түрде көрсетіледі


		


мұнда .



Сипаттамалық  айнымалыларында  қисығының теңдеуі, функциясына қойылған шарттарға байланысты келесі түрге ие болады:



	 причем 	

 (1.15)-те (1.5) шартын қанағаттандыратын қандай да бір қарапайым түрлендірулерден кейін


	,	

мұнда 


	.	
	




(1.17) арақатынас  гиперболалық облыстан кесіндісіне әкелінген пен  арасындағы негізгі функционалдық қатынас болып табылады.



	Алынған  өрнегін (1.18) ескере отырып (1.15)-ке қоямыз және қандай да бір түрлендірулерден кейін  облысында  шешімінің көрінісін аламыз. 


		
	

(1.16),(1.18) ескере келе қандай да бір есептеулерден кейін келесі бағалаудың дұрыс екенін орнату қиын емес


	,	
 

Енді (1.7) ішінен  қабылдап (1.20) ескерсек келесі лемманың дұрыстығына көз жеткізу қиын емес.





Лемма 1.2.  және  болсын. Онда  есебінің шешімі кез-келген ,  функциясы үшін априорлық бағалау орындалады:


		


1.2-леммадан келесі бағалаудың дұрыстығы шығады


	,	
			




мұнда   ̶   облысында квадраттық қосындыланатын функциялар кеңістігі .

Келесі көмекші С2 есебін қарастырайық.  облысында (1.3), (1.4) және (1.9) шарттарын қанағаттандыратын (1.1) теңдеу шешімін табу керек.

 облысында (1.3), (1.4) және (1.9) шарттарын қанағаттандыратын (1.1) теңдеу шешімін [41, 122 б.] түрінде көрсетуге болады


,	

мұнда


	

мұнда  – Райт типіндегі функция [41, 23 б.]. 

(1.23)  бойынша дифференциалдап келесіні аламыз


	

Белгілі формулаларды қолданып [41, 24 б.],




,

және қандай да бір есептеулерден кейін, (1.24)-тен 


		


екенін анықтауға болады. Әрі қарай (1.26)-дан,  екенін ескере, және [41, 25 б.] формулаларын қолданып



			, ,	

төмендегіні аламыз.


,	
	

енді (1.25)-тен  (1.27) ескере отырып, келесіні анықтаймыз.


,	


	.	







(1.28)  облысынан  кесіндісіне әкелінген мен  арасындағы функционалдық қатынас болып табылатынын айта кетейік. (1.17) және (1.28) функционалдық қатынастардан,  қатысты  функциясын алып тастасақ, келесі теңдеуге қол жеткіземіз:


	,	

мұнда 

	.	




Лемма 1.3. [41, 29 б.]  болсын.  және  функциялары үшін келесі бағалаулар орынды


		


		

[bookmark: _Hlk106560221]1.3 лемманың дәлелдеуі мына теңсіздікті қолдана отырып жасалады 









1.3 леммаға және (1.31)-дегі   ,   байланысты келесіні анықтау қиын емес:


	.	



Осылайша, (1.29) байланысты,  есебі (бірмәнді шешімділік мағынасында) эквивалентті түрде (1.30) әлсіз ерекшелігі бар екінші текті Вольтерр типіндегі интегралдық теңдеуге келтіріледі. Сол себепті (1.34)-ге байланысты,  классында (1.30) теңдеуінің жалғыз шешімі бар және келесі түрге ие:


	,	


мұнда – (1.30) интегралдық теңдеуінің резольвентасы. 


,

.


(1.35)-тен ескере отырып



	где	

аламыз.
	(1.18) және (1.31) ескере, (1.36)-ны (1.23)-ке қойып, қандай да бір түрлендірулерден кейін 


		

аламыз, мұнда 





мұнда 	и .
Сол сияқты, (1.36)-ны (1.19)-ға қойып, (1.18) және (1.31) ескерілуімен, қандай да бір есептеулерден кейін алатынымыз 


	,	

мұнда 




.

(1.37) және (1.38)-ден келесіні аламыз


		


	



и 



функцияларының айқын түрлерін ескере отырып, (1.40)-та тек бірінші -ден басқа барлық қосылғыштары шектеулі екенін анықтауға болады, 1.3 леммаға сәйкес  қосылғышы шектелмеуі де мүмкін. Сол себепті 


.

екенін көрсету жеткілікті. 1.3 леммаға сәйкес (1.32) бағалауынан тікелей есептеу арқылы аламыз:


.


Демек, .



Лемма 1.4. Егер  және  болса, онда  және


		

Лемма 1.4 дәлелдеуі Коши-Буняковскийдің белгілі теңсіздігін қолдану арқылы (1.18), (1.20), (1.31), (1.33) ескере отырып, тікелей есептеумен келтіріледі.
Сондықтан (1.35)-тен аламыз 


		

(1.42) күшімен (1.19)-дан тікелей есептеу арқылы бағалауды анықтауға болады: 


		


мұнда  – С.Л.Соболев кеңістігі. (1.21) және (1.43) формулаларынан аламыз 


		





 есебінің  облысында регулярлы шешімі деп  облысында (1.3)-(1.5) шарттарын және (1.1) теңдеуін қанағаттандыратын  функциясын атаймыз, мұнда




Осылайша, жоғарыда келтірілген тұжырымдарды қорытындылай келе, біз келесі теореманы дәлелдедік.




Теорема 1.1.  және  болсын. Онда  есебінің (1.1), (1.3)-(1.5) кез-келген функциясы үшін жалғыз регулярлы шешімі бар, ол (1.39) түріне ие және (1.44) теңсіздікті қанағаттандырады.
(1.44) немесе (1.22) және (1.43)-тен келесі бағалаудың дұрыстығы шығады:


		

Егер (1.3)-(1.5) шарттарын қанағаттандыратын



,  үшін




орындалатындай  функциялар тізбегі бар болса,  функциясын  есебінің әлді шешімі деп атаймыз.



Теорема 1.2. 1.1-теорема шарттары орындалсын. Онда кез-келген  функциясы үшін  есебінің  жалғыз әлді шешімі бар. Бұл шешім (1.39) түріндегі көрініске ие және (1.45) бағалауын қанағаттандырады.



	Дәлелдеуі. Енді,  болғанда  есебінің шешімі әлді болатынын көрсетеміз.  кеңістігіндегі тығыздыққа байланысты 


.





кез-келген  функциясы үшін  кезде  орындалатындай  тізбегі бар.



	арқылы  есебінің (1.1), (1.3)-(1.5)  оң жағы бар шешімін белгілейміз.



	Егер, онда  және екені (1.34)-тен шығады, мұнда


,

,

.










Онда (1.30) теңдеуін  кеңістігінде екінші ретті интегралдық теңдеу ретінде қарастыруға болады. Ол жалғыз шешімге ие .  күшімен, біз  аламыз. Сондықтан, (1.15) және (1.23) формулалары арқылы анықталған  функциясы (осы жерде және функцияларын сәйкесінше  және функцияларына алмастыру қажет)  классына тиісті.







Алайда, екінші жағынан, 1.4 леммаға байланысты , егер Сол себепті (1.30) теңдеуін  кеңістігінде екінші ретті Вольтерр интегралдық теңдеуі ретінде қарастыруға болады. (1.30) теңдеуі  кеңістігінде бірмәнді шешімді және , . Алдыңғыдай, (1.17) күшімен  аламыз.


	Бұл жағдайда  функциясы (1.15) және (1.23) формулаларымен анықталған, кем дегенде  класына тиісті.
(1.41) күшімен (1.45) дұрыстығына көз жеткізу қиын емес.


	Енді  кеңістігі толық болғандықтан жоғарыда құрылған 
тізбегі фундаменталды болады. (1.1) теңдеудің сызықтығы мен (1.45) бағалаудан











аламыз, яғни  тізбегі  кеңістігінде фундаменталды болады.  кеңістігінің толықтығын ескере отырып, біз  тізбегінің жалғыз  шегі бар екенін аламыз, ол  оң жағы бар  есебінің ізделінді әлді шешімі болып табылады.

	Жоғарыда аталған фактілерді талдай келе,  есебінің әлді шешімі (1.39) түрге ие болатынын анықтау қиын емес. Теорема 1.2 дәлелденді.

	Енді есебінің Вольтеррлігін көрсетеміз.



 арқылы (1.3)-(1.5) шарттарын қанағаттандыратын,  функциялар жиынында (1.2) өрнегімен берілген  кеңістігіндегі бөлшек дифференциалдау операторының тұйықталуын белгілейміз. 






Жоғарыда келтірілген  есебінің әлді шешімі анықтамасы бойынша,  –  есебінің әлді шешімі болады, сонда тек сонда ғана , егер  болса, мұнда  –  операторының анықталу облысы. 





1.2 теоремадан  операторы – тұйық және оның  анықталу облысы  кеңістігінде тығыз;  кері операторы бар және барлық -де анықталған, жете үзіліссіз.



Осыған байланысты « операторының, сәйкесінше,  есебінің де меншікті мәні бар ма?» деген орынды сұрақ туындайды. Негізгі нәтиже  операторының меншікті мәнінің жоқтығы туралы теорема болып табылады.

Теорема 1.3.  болсын. Онда интегралды оператор


	,	



мұнда  функциясы  кеңістігінде вольтеррлі болып табылады.



Дәлелдеу. 1.3 теоремасын дәлелдеу үшін біз (1.46) формуласымен анықталған,  операторын жете үзіліссіз және квазинильпотентті екенін көрсетуіміз қажет. Бұл оператордың жете үзіліссіздігі -ден туындайтындықтан,  квазинильпотентті, демек


		


мұнда 
(1.46) тікелей есептеулерінен (1.37)-(1.40) ескере отырып


	,	

алу қиын емес, мұнда 





.


Лемма 1.5.  итерацияланған ядролар үшін келесі бағалау орынды


	,	
,


мұнда ,  – (1.32) бағалауындағы коэффициент,



, егер .



, если .
	

1.5-леммасының дәлелдеуін  бойынша математикалық индукция әдісімен жүзеге асырамыз. 

	 болғанда теңсіздік




(1.32) бағасын ескере отырып (1.40) көрінісінен туындайды.


 (1.49) теңсіздігі  үшін дұрыс болсын. Енді осы формуланың  үшін де дұрыс екенін дәлелдейміз.


(1.49) теңсіздігін қолдана отырып  және  үшін келесі өрнекті аламыз:














,

бұл 1.5 леммасын дәлелдейді.
(1.48) көрінісінен белгілі Шварц теңсіздігін және лемма 1.5 ретімен қолданып келесіге қол жеткіземіз. 









Осы жерден 




теңсіздігін аламыз.
Соңғыдан (1.47) теңдігін анықтау қиын емес. 1.3 теоремасы дәлелденді. 

[bookmark: _Hlk106642707]Салдар 1.1. есебі Вольтеррлі болып табылады.



Салдар 1.2. Кез-келген  комплекс саны үшін  теңдеуі барлық  үшін бірмәнді шешімді.

[bookmark: _Toc165547116]1.2 Әр түрлі сипаттамалық бағыттар бойынша туындылары бар локалді емес шарттары бар диффузиялық-гиперболалық теңдеуге арналған есеп

	Бұл бөлім (1.1) теңдеу үшін әртүрлі сипаттамалық бағыттары бойынша туындылары бар локалді емес есепті зерттеуге арналған.






	Негізгі мақсат – қарастырылып жатқанесебінің қисындылығы мен вольтеррлігі үшін,  есебімен салыстырғанда  сипаттамасының бағыты бойынша туындының координата басындағы  «қысу» коэффициенті және қисығы мен абсцисса осі түзетін  полярлық бұрышы арасындағы байланыс өте маңызды екенін көрсету.
М2В Есебі. (1.3), (1.4) және (1.50) шарттарын қанағаттандыратын (1.1) теңдеуінің шешімін табу керек:


		

мұнда




 - 



сипаттамалық координаталардағы  қисығының теңдеуі  – берілген функция.



	2 бөлімдегідей,  есебінің регулярлы шешімі деп (1.3), (1.4) және (1.50) шарттарын және  облысында (1.1) теңдеуді қанағаттандыратын  функциясын атаймыз.

	Теорема 1.4.  және келесі шарт орындалсын


		




Онда кез-келген  функциясы үшін  есебінің жалғыз регулярлы шешімі бар және (1.45) бағалауды қанағаттандырып, келесі түрде көрсетіледі


		


мұнда 






	Дәлелдеу. Бұрынғыдай, , ,  ,  белгілеулерін қолдана отырып үшін  есебінің шешімін  облысында (1.15) Даламбер формуласымен көрсетеміз.
	(1.15) формуласындағы (1.50) шартын қанағаттандыра отырып, келесіні аламыз 


		

мұнда


		





	 (1.53) қатынасы  кесіндісіне  гиперболалық бөлігінен алып келген  және  арасындағы негізгі қатынас болып табылады.



	Негізгі функционалдық қатынас және  арасындағы кесіндісіне параболалық бөлігінен әкелінген, (1.28) түрге ие.


	Енді, (1.28) және (1.53) қатынасынан  функциясын алып тастай отырып  үшін интегралды-дифференциалды теңдеу аламыз.


		

мұнда


		


		


Осылайша,  есебі бірмәнді шешімділік мағынасында (1.55) интегралды-дифференциалды теңдеуіне эквивалентті түрде өзгерді.
Айта кетейік, ұқсас интегралды-дифференциалды теңдеулер [162, 388 б.], [158, 19 б.] жұмыстарда зерттелген.
	Теңдеуді қарастырайық


		

	Алдымен, кейін қажет болатын, келесі лемманы келтіріп алайық,
	Лемма 1.6 [162, 393 б.] Келесі теңсіздік орындалсын


		



Онда кез-келген  функциясы үшін (1.58) теңдеуінің  жалғыз шешімі бар және мына теңсіздікті қанағаттандырады


		

	Дәлелдеуі. Лемма дәлелдеуі [162, 393 б.] жұмыста келтірілген. Оқуға ыңғайлы болуы үшін осы жерде қысқаша шолып өтеміз. Келесі формула бойынша жұмыс істейтін оператор қарастырайық


		







екені анық, мұнда  
(1.61) ескере отырып (1.58) теңдеуін мына түрде көрсетуге болады





мұнда  - тепе-теңдік операторы.







	операторы формалды түрде  операторына кері оператор болып табылатынын анықтауға болады. Сол себепті  кеңістігінде  операторының шектелген екенін көрсетеміз.
	






орындалады. Әрі қарай,  алмастыруын жүргізіп, келесіні аламыз:






Сондықтан





мұнда









 және  үшін  болғандықтан,  үшін  тізбегі монотонды түрде нөлге ұмтылады. Осыдан





Демек, (1.59) байланысты сандық тізбегі жинақталады және 






бұл  кеңістігінде операторы шектелгендігі мен (1.60) бағалауының дұрыс екенін көрсетеді. Осының өзі Лемма 1.6 дәлелдейді.
	Лемма 1.7. Келесі шарт орындалсын


	.	





Онда, егер  және  болса, онда  классынан (1.58) теңдеудің жалғыз шешімі бар және .





Дәлелдеуі. (1.58) теңдеуді  класында қарастырайық. Егер  және , онда  екендігі анық. Сондықтан, (1.58) дифференциалдай келе,  үшін мына теңдеуді аламыз:


		

мұнда 



,   






(1.58) теңдеуін біз  қарағанда тар класста қарастырып жатқан соң, (1.58) теңдеуінің шешімі, сондықтан, (1.63) теңдеуінің де шешімі жалғыз. Сонымен қоса,  классында  жете үзіліссіз екені де анық. Сол себепті (1.63) теңдеуінің  класында шешімділігі осы  класста үзіліссіз 




операторының бар болуымен эквивалент.




 операторы бар,  классында шектелген және  екенін көруге болады, мұнда 
	Әрі қарай, 1.6 леммасындағыдай, төмендегі теңсіздікті аламыз:




Демек,






 үшін  ескере отырып 





аламыз. Демек,(1.62) байланысты,  сандық қатары жинақталады және 






бұл  класында  операторының үзіліссіздігін көрсетеді. 
	Лемма 1.7 дәлелденді.





	Лемма 1.8. Егер  және  , онда  және 







	Дәлелдеуі.  функциясының айқын түрін 1.3 леммасына байланысты, (1.57) формуласымен анықталған  функциясы  класына тиісті және  екендігін анықтай аламыз. (1.54) формуласынан  функциясына жүктелген шарттарын ескере отырып,  және  анықталады. Осы жерден (1.56) байланысты 1.8 леммасының дәлелдеуі шығады.
	Коши-Буняковскийдің белгілі теңсіздіктерін қолдана келе, (1.54), (1.56), (1.57) ескере отырып, (1.33) байланысты тікелей есептеулер арқылы келесі лемманың дұрыстығын анықтауға болады.




Лемма 1.9. Егер  және болса, онда  және 


Лемма 1.10. (1.59) шарты орындалсын. Онда кез-келген  функция үшін (1.55) теңдеудің жалғыз шешімі бар. Бұл шешім  класына тиісті және мына теңсіздікті қанағаттандырады:


		



	Дәлелдеуі.  класында келесі формуламен әсер ететін  интегралдық оператор енгіземіз:


	.	




	 – үзіліссіз функция болғандықтан,  –  классында жете үзіліссіз оператор екені анық.
	(1.55) теңдеуінен (1.61) және (1.65) ескере отырып, операторлық жазба арқылы


		
	


өрнегін аламыз. 1.6 леммасына байланысты  шектелген операторы бар (1.66) теңдеуіне  операторын қолдана отырып, аламыз:


		


	(1.67) теңдеуін тізбектеп жуықтау әдісімен шешеміз.  делік,


		


	 үшін 1.6 леммасынан 


		


туындайды, мұнда 
	Тікелей есептеулермен келесі бағалаулардың дұрыстығын дәлелдеуге болады: 


		


		



мұнда  



  белгілеулерін енгізейік Олай болса, (1.68) қолданып төмендегі қатынастарды аламыз:


		


		
	
Келесі бағалау орынды:





	Дәлелдеуі (1.69)-(1.71) бағалауларынан және (1.72), (1.73) теңдеулерден шығады. Соңғыдан -де 




қатарымен мажорантталатын


		

қатарының жинақтылығын аламыз.



Құрылған  функциясы (1.67) теңдеуін қанағаттандырады. Шынымен де, (1.72) және (1.73) реккурентті қатынастарын  бойынша 1 ден  дейін қосындылай келе







қосындысына қол жеткіземіз Бұл теңдікте (1.74) қатар жинақтылығынан,  және  операторларының шектелгендігін қолдана отырып,  үшін шекке өтіп (1.67) теңдеуін аламыз.

	Енді (1.67) теңдеуінің шешімінің жалғыз екенін көрсетейік. Ол үшін сәйкес (1.67) біртекті теңдеуінің тек нөлдік шешімі бар екенін көрсету жеткілікті.  – (1.67) біртекті теңдеуінің шешімі болсын.


	.	
	


Нөлдік жуықтау ретінде   өзін ала отырып, (1.75)-ке тізбектеп жуықтау әдісін қолданамыз







	 функциясы (1.75) теңдеу шешімі болғандықтан, (1.58) теңдеудің  бірмәнді шешімділігіне байланысты әрбір келесі жуықтауөзімен сәйкес келіп отырады.

	Дәл солай тұжырымдай келе, яғни,  теңсіздігін алған сияқты қол жеткіземіз







	 ескере отырып және осыдан  үшін шегіне көшіп, дәлелдеу қажет болған  екенін аламыз. 

	Айта кетелік, (1.74) қатардың  жинақтылығынан (1.64) бағалауының дұрыстығы туындайды, немесе одан нақтырақ




	1.10 леммасы дәлелденді.





	Лемма 1.11.  және  болсын. Онда, егер  – (1.55) теңдеуі шешімі болса, онда  және 


	Дәлелдеуі. Егер  – (1.55) теңдеудің шешімі болса, онда  (1.58) теңдеуінің шешімі болатыны анық, мұнда


.








	– әлсіз ерекшелігі бар оператор -ден -ге бейнелейтін оператор секілді жете үзіліссіз, ал  операторы -  шектелген оператор екенін  ескере отырып, тікелей есептеумен  және  аламыз ((1.65) және (1.29) көріңіз). Әрі қарай, 1.7 леммасын қолдансақ 1.11 тұжырымдамасына ие боламыз. 



	Лемма 1.12. Лемма 1.7 шарттары орындалсын. Онда кез-келген  функциясы үшін (1.55) теңдеуінің жалғыз шешімі бар және , 
	Бұл лемманың дәлелдеуі 1.10 және 1.11 леммаларынан туындайды. 


1.12 леммасына байланысты (1.55) теңдеу жалғыз шешімге ие . (1.28)-ден және 1.8 леммасының (1.57) байланысты  аламыз.






	Осылайша, егер  және , онда ,   Олай болса (1.15) және (1.23) формулаларына сәйкес  есебінің шешімі  класына тиісті болады.
	Енді, 1.1 теоремасындағыдай әрекет ете отырып, 1.4 теоремасының барлық тұжырымдамаларын аламыз. ((1.45) бағалауы және (1.52) көрінісін қараңыз).

	1.4-теоремасының дәлелдеуін аяқтау үшін, егер (1.59) шарты орындалса (1.6 лемма шарты бойынша), онда  болғандықтан (1.62) шарты да орындалатынын (1.7 лемма шарты бойынша) ескерейік.
	(1.59) шарты (1.51) шартымен эквивалентті.


	Шынымен де,  қисығының теңдеуінен сипаттамалық координаталарда 



	
туындайды.
1.4 теоремасы дәлелденді.



	 арқылы (1.3), (1.4) және (1.50) шарттарын қанағаттандыратын, -дағы функциялар жиынында (1.2) өрнегімен берілген,  оператор тұйықталуын белгілейміз.




	Егер  және болса, онда  функциясын  есебінің әлді шешімі деп атаймыз.


	Теорема 1.5. (1.51) шарты орындалсын. Онда кез-келген функциясы үшін  есебінің жалғыз әлді шешімі бар. Бұл шешім (1.45) теңсіздігін қанағаттандырады және (1.52) түрінде беріледі. 

	Дәлелдеу. Бірден айта кетейік, 1.8-1.11 леммаларының нәтижелеріне байланысты және (1.15) пен (1.23) көріністеріне байланысты барлық  үшін (1.45) теңсіздігі орындалады. 

	(1.45) бағалауынан  есебінің әлді шешімінің жалғыздығы да туындайды.

	 класында жиынның тығыз болуына байланысты 



,





кез-келген  функциясы үшін ,  орындалатындай  тізбегі бар болады.









арқылы  оң жағы бар және ,  бастапқы шарттарымен берілген (1.1) теңдеу үшін M2B есебінің регулярлы шешімін белгілейміз. 1.12 леммасына байланысты    аламыз, сондықтан, (1.15) және (1.23) формулалары бойынша барлық  үшін  қол жеткіземіз.


 кеңістігінің толықтығына байланысты  тізбегі фундаменталды болады. (1.1) теңдеу сызықтылығынан және (1.45) бағалалауынан аламыз:






яғни  тізбегі  кеңістігінде фундаменталды болады.




кеңістігінің толтықтығын ескере отырып тізбегінің  жалғыз шегі бар екенін аламыз, ол  оң жағы бар (1.1) теңдеу үшін M2B есебінің ізделінді әлді шешімнің өзі болады.


	Теорема 1.5 дәлелдеуін аяқтау үшін кез-келген функциясы үшін  есебінің шешімі (1.52) түріне ие болатынын көрсетеміз.
	Төмендегі теңдіктен


,

және (1.65) ескере отырып, (1.67) теңдеуін мына түрде ұсынамыз


		

мұнда 


,	


,	



мұнда  

екені анық. (1.76) теңдеу шешімін келесі түрде береміз





мұнда  – (1.76) интегралдық теңдеуінің (1.78) ядро резольвентасы.  екенін ескере отырып


		


мұнда 
	Енді (1.15)-те немесе (1.19)-да (1.17), (1.18), (1.23), (1.54), (1.77) және (1.79) формулаларын ескере отырып, қажетті есептеулер жүргізген соң (1.52) аламыз. (1.52) формуласында








		

мұнда































	Бұл жерде ,  немесе ,   ,   сипаттамалық координаталардағы  қисығының теңдеуі ,   ,









 















	2 бөлімдегідей әрекет жасай отырып, келесіні анықтаймыз:




	Теорема 1.5 дәлелденді.


	 арқылы жоғарыда айтып кеткендей,  есебіне сәйкес операторды белгілейміз. Бұл бөлімнің негізгі нәтижесі келесі теорема болып табылады. 


	Теорема 1.6. (1.51) шарты орындалсын. Онда  есебі вольтеррлі болады, яғни кез-келген  комплекс саны үшін теңдеу шешімі 


		


бар және жалғыз барлық .




 Дәлелдеу. Теорема 1.5 күшіне байланысты  есебінің кері операторы ( операторы) бар, барлық  анықталған, келесі түрде беріледі






және жете үзіліссіз. Сол себепті теорема 1.6 дәлелдеуі үшін тек - кері операторының  квазинильпотентті екенін көрсету ғана қалды. Ол үшін А.Б. Нерсесян интегралды операторларының вольтеррлігі критериін пайдаланамыз. Бізге келесі анықтамалар қажет. 






Анықтама 1.1. Егер  және ,  болғанда   – -ядросы деп аталсын.



	Анықтама 1.2.  ашық жиыны  типті жиын деп аталсын, егер кез-келген -ядро меншікті мәндері жоқ болса.
	Келесі белгілеулерді енгізейік:





			 егер ,  егер .




	Теорема [180, 1185 б.]  жиыны  типіндегі жиын болуы үшін, келесі шарттың кез-келген  үшін қажетті және жеткілікті 





 болуы керек.


	 байқау қиын емес (1.80), егер .





	 Біздің жағдайда, егер  болса,  ядросы  жиыны үшін,  қатынасы арқылы анықталатын -ядро болады.


	.  нүктелер тізбегін қарастырайық.





	Кез-келген  үшін . шарттары орындалсын. Онда  теңсіздіктер тізбегін аламыз. Бұл жерден  және, сәйкесінше,  .



	Демек, біздің  жиынымыз  типіндегі жиын болып табылады. Сондықтан  операторының меншікті мәні жоқ және, толық үзіліссіздікке байланысты вольтеррлі оператор болады. Осыдан 1.6 теоремасының тұжырымы туындайды.


	Шынымен де,  операторының қайтымдылық күшіне байланысты, (1.81) теңдеудің бірмәнді шешімділігі екінші ретті Вольтерр типіндегі болып табылатын  теңдеудің бірмәнді шешімділігіне эквивалентті. Осының өзі 1.6 теоремасын дәлелдейді.

[bookmark: _Toc165547117]1.3 Диффузиялық-гиперболалық теңдеу үшін локалді емес шарттарымен берілген есеп




	Соңғы бөлімшеде (1.1) теңдеу үшін бір локалді емес есеп тұжырымдалады, оның айрықша ерекшелігі (бұрын қарастырылған есептерден) аралас облыстың гиперболалық бөлігінде локалді емес шарт  сипаттамасында және  сипаттамалық үшбұрышының ішінде жатқан қандай да бір қисығында ізделінді шешімнің жанама туындыларын нүктелей байланыстырады.
	M3B Есебі. (1.3),(1.4) және (1.82) шарттарын қанағаттандыратын (1.1) теңдеу шешімін табу керек 


		


	Айта кетелік, егер  болса, онда (1.82) шарты келесі шартқа эквивалентті 




және қатаң түрде облыс ішінде жататын, қандай да бір қисық сипаттамасында ізделінді шешімнің мәндерін нүктелей байланыстырады.




 және ,  шартында, (1.1), (1.3), (1.4) және (1.82)  есебінен типтің сипаттамалық емес өзгеріс сызығымен параболалық-гиперболалық теңдеу үшін жалпыланған Трикоми есебінің баламасы шығады (М есебі А.В.Бицадзе терминологиясы бойынша). Параболалық-гиперболалық теңдеу үшін М есебінің вольтеррлігі мен әлді шешімділігі алғаш рет М.С.Салахитдинов пен А.С.Бердышев жұмыстарында дәлелденген [158, 57 б.].




	Егер функциясы (1.3), (1.4), (1.82) шарттарын және облыстарда (1.1) теңдеуін қанағаттандырса,  функциясын  есебінің регулярлы шешімі деп атаймыз.









	Егер (1.3), (1.4), (1.82) шарттарын және  қанағаттандыратындай,  және  -де, сәйкесінше,  және  функцияларына жинақталатындай  тізбегі бар болса,  функциясын  есебінің әлді шешімі деп атаймыз.

	 есебінің келесі регулярлы және әлді шешімділігі туралы теоремалар дұрыс.

	Теорема 1.8.  және


		

болсын.


Онда кез-келген  функциясы үшін  есебінің жалғыз регулярлы шешімі бар. Бұл шешім (1.45) теңсіздігін қанағаттандырады және келесі түрде көрсетіледі:


		


мұнда 


	Теорема 1.9.  1.8 теоремасының шарттары орындалсын. Онда кез-келген  функциясы үшін  есебінің жалғыз әлді шешімі бар. Бұл шешім (1.45) теңсіздігін қанағаттандырады және (1.84) көрінісінде беріледі. 











	Бұрынғыдай,  арқылы (1.3), (1.4) және (1.82) шарттарын қанағаттандыратын, функциялар жиынында (1.2) өрнегімен берілген  кеңістігіндегі тұйықталуын белгілейміз.  операторының  анықталу облысы  есебінің әлді шешімдерінен тұрады. 1.9 теоремасынан (1.83) шартын ескере отырып,  операторы қайтымды,  кері операторы барлық  анықталған және (1.45) бағалау күшіне байланысты және (1.84) көрінісінен кейін жете үзіліссіз болып табылады. Сол себепті,  операторының ( есебінің) спектрі бар болса, онда ақырлы еселікті меншікті мәндерінен ғана тұрады. 


	Бұл бөлімнің мақсаты,  операторының ( есебінің) (1.83) шартын қанағаттандырғанда меншікті мәндерінің жоқтығы туралы келесі теореманың дәлелдеуі болып табылады.

	Теорема 1.10. 1.8 теоремасының шарттары орындалсын. Онда  есебі операторының




кері операторы вольтеррлі болады.

Осы теоремадан  есебінің меншікті мәндерінің жоқтығы шығады. 
	(1.15) Даламбер формуласында (1.82) шартын қанағаттандыра отырып, алдыңғы бөлімдегідей белгілеулерді қолдансақ, келесі теңдеуді аламыз


		

мұнда








	(1.85) қатынасы  кесіндісіне  аралас облыстың гиперболалық бөлігінен әкелінген,  және  арасындағы негізгі қатынас болып табылады.






	(1.1) теңдеу үшін  шекаралық есебінің бірмәнді шешімділігіне байланысты ((1.3)-(1.4) және  шарттарымен), алдыңғы бөлімдегідей әрекет етсек,  кесіндісіне  аралас облыстың параболалық бөлігінен әкелінген  және  арасындағы (1.28) түріндегі негізгі функционалдық қатынасқа қол жеткіземіз.


	(1.28) және (1.85)-тен  функциясын алып тастасақ,  үшін интегралды-дифференциалды теңдеуін аламыз


		


мұнда 

Енді (1.86) қол жеткізген соң 1.8-1.10 теоремаларының дәлелдеулері 1.3 бөлімшеге ұқсас түрде орындалады, сол себепті біз мұнда оларды келтірмейміз, бұл жағдайда (1.84)-де  ядросы келесі түрге ие болатынын көрсетеміз:






мұнда



,






,   ,  ,  ,  ,   ,


























Мұнда, алдыңғыдай,    немесе         сипаттамалық координаталардағы  қисығының теңдеуі,  (1.24) формуласымен анықталған,  квадратының ішіндегі диффузия теңдеуі үшін бірінші бастапқа-шекаралық есебінің (С2 есебі) Грин функциясының баламасы,  интегралдық теңдеу ядросының резольвентасы 







 функциясы (1.29) формуласымен анықталады,


,











мұнда












 мен   функцияларының  мен   функцияларынан айырмашылығы,  және  өрнектерінде орнына  жазу керек.



















	




Қорытындылай келе, 1.2 және 1.3 бөлімшелерінде қарастырылған  және  есептерінің қисындылығы (вольтеррлігі) үшін (1.51) және (1.83) шарттары маңызды. (1.51) шарты бұзылғанда,  есебі шешімі жалғыз емес, яғни нөл  есебінің меншікті мәні болып табылады және [158, 107 б.] жұмысында осы жағдайға мысал келтірген.
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 болсын, мұнда  төбелері    нүктелерде орналасқан  тіктөртбұрышы,  –  кесіндісімен, мұнда тегіс қисығымен (1.1) теңдеудің  сипаттамалық үшбұрыштың ішінде орналасқан  сипаттамасымен, егер  және , егер  ( жағдайында) шенелген облыс.




 қисығына қатысты,  – екі рет үздіксіз дифференциалданатын функция және  монотонды өспелі функциялар, сонымен қатар деп ұйғарайық.

 Есебі. Мына шарттарды қанағаттандыратын (1.1) теңдеу шешімін табу керек: 

		

		

		




Анықтама.  облысында  есебінің регулярлы шешімі деп  функциясын айтамыз, мұнда 





(2.1)-(2.3) шарттарын және (1.1) теңдеуін  облысында қанағаттандырады.

 облысында келесі көмекші есепті қарастырайық.


Есебі. (2.1), (2.2) және келесі шарттарын қанағаттандыратын  (1.1) теңдеу шешімін табу керек 


		


мұнда  – берілген функция.



1.1 леммасының (1.7) априорлы бағалауы орындалсын деп ұйғарып,  облысында (1.1) теңдеуін қарастырамыз. Толқын теңдеуі үшін (1.1), (1.9), (1.10) Коши есебінің бірмәнді шешімділігіне байланысты  есебінің кез-келген регулярлы шешімі  облысында келесі түрге ие


		


мұнда .



 функциясына қойылған шарттардан,  сипаттамалық айнымалыларда  қисығының теңдеуі мына түрге ие:



	сонымен қатар 

(2.5) формуласында (2.3) шартын қанағаттандыра қандай да бір қарапайым түрлендірулерден кейін қатынасты аламыз:


		





(2.6) қатынас  және  арасында кесіндісіне  гиперболалық облыстан алып келген негізгі функционалдық қатынас болып табылады.



	Алынған  өрнегін (2.5) қойып, қандай да бір түрлендірулерден кейін  облысында  шешімінің келесі түрін аламыз


	.	


Енді (1.7) формуласында  қабылдап келесі лемманың дұрыс екеніне көз жеткізуге болады.



Лемма 2.1. Кез-келген ,  функциясы үшін есебі шешімінің априорлық бағасын алуға болады


	

Лемма 2.1 ден келесі бағалау дұрыстығы шығады


		



мұнда  –  облысында квадраттық қосындыланатын функциялар кеңістігі.


Көмекші  есебін қарастырайық.  облысында (1.1) теңдеуінің (2.1), (2.2) және (1.9) шарттарын қанағаттандыратын шешімін табу керек.

 облысында (1.1) теңдеуінің (2.1), (2.2) және (1.9) шарттарын қанағаттандыратын шешімін келесі түрде беруге болады [41, 26 б.].


	

мұнда





 – Райт типтес функция [41, 23 б.]. (2.10)  бойынша дифференциалдасақ 


	


және белгілі формулаларды [41, 27 б.] қолдана отырып, кеейбір  есептеулерден кейін, (2.11)-де  үшін шекке өтіп келесіні аламыз:


		

мұнда


	.	







(2.12)-(2.13) қатынастары  кесіндісіне  облысынан әкелінген және  арасындағы функционалдық қатынас болып табылатынын ескере кетейік. (2.6) және (2.12) функционалдық қатынастарынан  алып тастасақ,  қатысты келесі теңдеу аламыз


		

мұнда


		



Лемма 2.2. Егер, онда  және 


	.	

Лемманың дәлелдеуі (2.15), (1.33) ескере отырып, Коши-Буняковскийдің белгілі теңсіздіктерін қолдану арқылы тікелей есептеулермен келтіріледі.
(1.35) формуласынан


		

аламыз. (2.7) формуласынан (2.17) байланысты тікелей есептеулер арқылы


	,	


мұндағы  – С.Л.Соболев кеңістігі. (2.8) және (2.18) формулаларынан келесі теңсіздікті аламыз:


		

Осылайша, жоғарыда келтірілген тұжырымдарды жинақтай келе, келесі теореманы дәлелдедік.


Теорема 2.1. Кез-келген  үшін (1.1), (2.1)-(2.3)  есебінің жалғыз регулярлы шешімі бар және мына түрде беріледі 


		

мұнда


,	




		



мұнда  және , және (2.19) теңсіздігін қанағаттандырады. 
(2.9) және (2.18) немесе (2.19) формулаларынан келесі бағалаудың дұрыстығы шығады


		




Анықтама. функциясын  есебінің әлді шешімі деп атаймыз, егер  функцияларының (2.1)-(2.3) шарттарын қанағаттандыратын, 


, 
орындалатындай функциялар тізбегі бар болса.



Теорема 2.2. Кез-келген  функциясы үшін  есебінің  жалғыз әлді шешімі бар. Бұл шешім (2.20) түрінде берілуі мүмкін және (2.22) бағалауын қанағаттандырады.
	Бұл теореманың дәлелдеуі (2.20) шешімі мен (2.22) бағалауы бар болған жағдайда, [162, 391 б.; 163, 9 б.; 164, 11 б.] жұмыстарындағыдай дәлелденеді. 



арқылы (2.1)-(2.3) шарттарын қанағаттандыратын, (1.2) өрнегімен функциялар жиынында берілген,  кеңістігіндегі бөлшек дифференциалдау операторының тұйықталуын белгілейміз. 






 есебінің әлді шешімінің жоғарыда келтірілген анықтамасына сәйкес, – есебінің әлді шешімі болады, сонда тек сонда ғана, егер   болса, мұнда  –  операторының анықталу облысы. 




2.2-теоремадан,  операторы – тұйық және оның анықталу облысы барлық -де тығыз;  кері операторы бар, барлық  анықталған және жете үзіліссіз.



Осыған орай орынды сұрақ пайда болады: «операторының меншікті мәні бар ма, сәйкесінше,  есебінің де?» Негізгі нәтиже ретінде  операторының меншікті мәндерінің жоқ болуы туралы теорема болып табылады.
Теорема 2.3. Интегралдық оператор


		



мұнда  функциясы  кеңістігінде вольтеррлі болып табылады.



Дәлелдеу. 2.3-теоремасын дәлдеуі үшін, (2.21) формуласымен анықталған  операторының жете үзіліссіз және квазинильпотентті екенін көрсету қажет. Бұл оператордың жете үзіліссіздігі шығады,  квазинильпотентті, яғни 


		


мұнда 
(2.23) тікелей есептеулерінен кейін (2.21) ескере отырып келесіні алуға болады:


	,	

мұнда 





Лемма 2.3.  итерацияланған ядролары үшін келесі баға орынды:


		



мұнда ,  – (1.32) бағалауының коэффициенті ,



, егер .


, егер .
	

2.3-леммасының дәлелдеуін  бойынша математикалық индукция әдісімен көрсетеміз. 

	 үшін теңсіздік




(2.21) көрінісінен (1.32) ескере отырып туындайды. 


(2.26) формуласы  үшін дұрыс болсын. Осы формуланың дұрыс екенін дәлелдейік.


(2.26) теңсіздігін және  үшін қолдана келесіні аламыз










.

осының өзі 2.3-леммасын дәлелдейді.
Белгілі Шварц теңсіздігін тізбектей қолданып және (2.25) көрінісінен 2.3-леммасын қолдансақ мына өрнекті аламыз: 








Осы жерден аламыз


 


Соңғыдан (2.24) теңдігін анықтау қиын емес. 2.3-теорема дәлелденді.

Салдар 2.1.  есебі вольтеррлі есеп болып табылады.

Салдар 2.2. Кез-келген  комплекс саны үшін 





теңдеуі бірмәнді шешімді барлық  үшін. 









Ал, енді  –  кесіндісімен, (1.1) теңдеуінің  сипаттамаларымен шектелген, және  тегіс қисығы , мұнда , егер  және , егер  болса  сипаттамалық үшбұрыш ішінде орналасқан.








 есебінің  облысындағы жалпылауы (1.1) теңдеу үшін келесі локалді емес есеп болып табылады, мұнда аралас облыстың гиперболалық бөлігінде локалді емес шарт  сипаттамасындағы ізделінді шешімнің жанама туындысының мәндерін сипаттамасының бағыт бойынша туындыларымен  сипаттамалық үшбұрышының ішіндегі, ұштары координаталар басында және (нүктесінде) сипаттамасында жатқан кез-келген қисығында нүктелей байланыстырады.

 Есебі. (2.1),(2.2) және (2.27) шарттарын қанағаттандыратын (1.1) теңдеу шешімін табу керек


		







мұнда  –  сипаттамасының ( қисығы) ,  нүктесінен шығатын сипаттамамен қиылысу нүктесінің аффиксі,  – берілген функция. 







	есебі, , жағдайында сипаттамалық емес типтің өзгеріс сызығы бар аралас параболалық-гиперболалық теңдеуі үшін локалді емес есебімен сәйкес келеді. Бұл жағдайда, регулярлы және әлді шешімділігі, және де есебінің вольтеррлігі [161, 419 б.; 162, 387 б.; 163, 7 б.; 164, 5 б.] жұмыстарында зерттелген. Айтайық,  есебі,  болғанда диффузиялық-толқындық теңдеу үшін Трикоми есебімен сәйкес келеді, ал  болса, онда  есебімен сәйкес келеді. 


Дәл солай,  есебіндегідей,  есебінің регулярлы және әлді шешімі деген түсінік енгіземіз. 2.1-2.3-теоремаларын дәлелдеу әдістемелері келесі теореманы дәлелдеуде қолданылады.


Теорема 2.4.  және  болсын. Онда


а) кез-келген  функциясы үшін (1.1), (2.1), (2.2), (2.27)  есебінің жалғыз регулярлы шешімі бар және (2.20) түрінде беріледі де (2.19) теңсіздігін қанағаттандырады.



б) кез-келген  функциясы үшін  есебінің жалғыз әлді  шешімі бар. Бұл шешім (2.20) түрінде беріледі және (2.22) қанағаттандырады.

в)  есебі вольтеррлі есеп болып табылады. 

2.2 [bookmark: _Toc165547120] Диффузиялық-толқындық теңдеу үшін локалді және локалді емес есептердің меншікті мәндерінің шешімділігі және бар болуы


	 облысында қарастырылған 2бөлімшеде келесі есепті зерттейміз. 

	 Есебі. Мына шарттарды қанағаттандыратын (1.1) теңдеудің шешімін табу керек. 


	,	


	.	




Анықтама.  облысында  есебінің регулярлы шешімі деп функциясын атаймыз, мұнда 





 облысында (1.1) теңдеуді және (2.28)-(2.29) шарттарын қанағаттандырады. 







Анықтама.  функциясын  есебінің әлді шешімі деп атаймыз, егер ,  функцияларының (2.28), (2.29) шарттарын қанағаттандыратын,  үшін ,  орындалатындай тізбегі бар болса.

2-бөлім сияқты  есебінің регулярлы шешімділігі дәлелденеді. 



Теорема 2.5. Кез-келген  үшін  есебінің жалғыз әлді шешімі бар. Бұл шешім төмендегі түрге ие:


		


мұнда , және (2.22) бағалауын қанағаттандырады.



 есебіндегідей әрекет етіп,  облысындағы есебінің шешімін (2.5) түрінде іздейміз. (2.29) негізге алып (2.5) формуладан келесіні аламыз


	,	












мұнда ,, – сипаттамалық  айнымалылардағы  қисығының теңдеуі және  болғанда ,  және болғанда , .

Алынған  өрнегін (2.5) формуласына қойсақ, келесіні аламыз:


		





	(2.31) формула,  гиперболалық бөлігінен  кесіндісіне әкелінген  және  арасындағы интегралды-дифференциалды қатынасты береді.

	(2.12) және (2.31) ескере отырып,  есебі келесі екінші ретті Вольтеррдің интегралдық теңдеуіне эквивалент екенін анықтауға болады. 


		


мұнда .

– әлсіз ерекшелігі бар ядро болғандықтан, (2.33) теңдеудің жалғыз әлді шешімі бар және келесі түрде болады


	,	


мұнда  – (2.34) теңдеуінің резольвентасы:



, .


(2.34) формуладан,  ескеріп, келесіні аламыз


,	
мұнда


[bookmark: _Hlk131425117]	.	

(2.35) формуласын, (2.10) және(2.32) қойып келесіні аламыз:


[bookmark: _Hlk131425040]		
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мұнда


.

(2.37) және (2.38) формулаларынан, (2.30) аламыз, ядро келесі түрде өрнектеледі:


	

	(2.30), (2.37), (2.38) формулаларынан және диффузия теңдеуі үшін бірінші бастапқы-шекаралық есеп шешімінің қасиеттерінен [41, 174 б.] 2.2-теоремасындағыдай 2.5-теоремасының барлық тұжырымдары туындайды.



	 арқылы (2.28), (2.29) шарттарын қанағаттандыратын,  функциялар жиынында (1.2) өрнегімен берілген,  кеңістігіндегі оператордың тұйықталуын белгілейміз.




Теорема 2.6.  болсын. Онда  теңдеуі тривиал емес  шешімге ие болатындай  бар.






	Дәлелдеу. 2.5-теоремасы бойынша  қайтымды және  – (2.30) формуласымен анықталатын Гиьлберт-Шмидт операторы. Онда  –  кеңістігіндегі ядролық оператор. Сол себепті  операторы үшін В.Б. Лидский [179, 486 б.] матрицалық және спектралді із сәйкестігі туралы нәтижесін қолданамыз. Сонымен қатар, ядролық оператор үшін Гильберт-Шмидт екі оператор көбейтіндісі ретінде ұсынылған, ізді есептейтін Гаала формуласы [187, 1185 б.] орны маңызды. Гаал формуласын қолданып, матрицалық ізді есептейміз:


	.	

[bookmark: _Hlk131425314](2.39) және (2.40) ескере отырып, қандай да бір түрлендірулерден кейін алатынымыз:




.




 екенін көрсетеміз. Шынымен де, (2.36) және  ескерілуімен  орындалады, егер


		


функциясын келесі түрде көрсетеміз


.


Райт функциясының қасиеттерінен [41, 46 б.] , сол себепті соңғыдан (2.41) теңсіздігінің орындалатыны шығады.


,


сол себепті .


Осылайша, оң бағыт бойынша теріс емес және нөлге тепе-тең емес функциясының интегралы сияқты . Осыдан,  аламыз. Әрі қарай, [25, 13 б.] жұмыс нәтижелерін пайдалана отырып, алатынымыз


,






мұнда  – операторының меншікті мәндері. Бұл  екенін білдіреді, мұнда  – (1.1), (2.28) және (2.29) есебінің меншікті мәндері. Осыдан бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулер үшін  есебінің меншікті мәндерінің бар екендігі шығады. Теорема 2.6. дәлелденді.




	Қорытындылай келе, ең қызықты факт – ол және есептерінде нүктесі  нүктесімен сәйкес келгенде, шекараның гиперболалық бөлігінде сипаттамалық емес қисығында берілген, есептердің вольтеррлігі немесе меншікті мәндерінің бар болуы ізделінді функцияның шекараның гиперболалық бөлігіндегі сипаттамалық емес қисықта берілген туындысының бағытынан тәуелді болғаны.

[bookmark: _Toc165547121]ҚОРЫТЫНДЫ

Диссертациялық жұмыстың негізгі нәтижелері екі бөлімде келтірілген. 
Жұмыстың бірінші бөлімі екі тәуелсіз айнымалылы бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін Бицадзе-Самарский шартымен берілген бір класстағы есептердің спектралды қасиеттерін және бірмәнді шешімділігін зерттеуге арналған. 
	Бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеу үшін бірқатар локалды емес есептердің регулярлы және әлді шешімділік мәселелері жіті қарастырылған. Келесі негізгі нәтижелер алынған: туынды реті (0;1) интервалына тиісті бөлшек ретті диффузиялық-гиперболалық теңдеу үшін қандай да бір сипаттамада ізделінді шешімнің жанама туындысының мәндерін сипаттамалардың бірінде сипаттамалық үшбұрыш ішінде жатқан қандай да бір қисықтағы әртүрлі бағыт бойынша туындылармен нүктелей байланыстыратын шарттарымен берілген үш есептің регулярлы және әлді шешімділігі, және де вольтеррлігі дәлелденген. 
Диссертацияның бірінші бөлімінде келесі негізгі нәтижелер алынған: 
· Бөлшек диффузиялық-толқындық теңдеу үшін аралас облыстың гиперболалық бөлігінде локалді емес шарты сипаттамада және сипаттамалық үшбұрыштың ішінде жатқан кез-келген қисықта ізделінді шешімнің бірдей сипаттамалық бағыты бойынша туындылардың мәндерін нүктелей байланыстыратын есеп тұжырымдалды және зерттелді. Зерттелінді есептің регулярлы және әлді шешімділігі, сонымен қатар вольтеррлігі дәлелденді.
· Бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін Бицадзе-Самарский шартымен берілген есептің баламасының қисындылығы дәлелденген, мұнда локалді емес шарт аралас облыстың гиперболалық бөлігіндегі шекарадағы сипаттамасы мен облыс ішінде жататын кез келген қисық арасында ізделінді функцияның әртүрлі сипаттама бағыттарымен алынған туындыларын байланыстырады. Бұл есептің алдыңғы есептен айырмашылығы – оның қисындылығы мен вольтеррлігі үшін координата басындағы локалді емес шарттағы «қысу» коэффициенті мәні мен облыстың ішінде жататын қисық пен абсцисса осі арасындағы полярлық бұрыш арасындағы арақатынастың маңыздылығы көрсетілген.
· Диффузиялық-толқындық теңдеудің классикалық емес есебі тұжырымдалған, оның айрықша ерекшелігі – аралас облыстың гиперболалық бөлігінде Бицадзе-Самарский шарты сипаттамалық шекарада ізделінді шешімнің жанама туындыларын және қатаң түрде облыстың ішінде жатқан кез-келген қисықты нүктелей байланыстырады. Бұл есептің бірмәнді шешімділігі мен вольтеррлігі үшін, алдыңғы есептен айырмашылығы, координаталар басындағы локалді емес шарттың «қысу» коэффициенті мен облыс ішінде жатқан қисық пен абсцисса осі түзетін полярлы бұрыш арасындағы арақатынас маңызды екені көрсетілген.
· облыстың геометриялық сипаттамаларына және локалді емес шартымен «қысу» коэффициентіне айтарлықтай тәуелді екендігі анықталды.
Екінші бөлімде бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеу үшін екі шекаралық есептің спектралді қасиеттері зерттелген. Қойылған есептердің сипаттамалық, сондай-ақ сипаттамалық емес шекаралы облыстардағы регулярлы және әлді шешімділіктері дәлелденген. Есептердің бірмәнді шешімділігі орнатылады және меншікті мәндерінің бар болуы туралы теоремалар немесе зерттелінді есептердің вольтеррлігі дәлелденеді. 
· Сипаттамадан ауытқыған облыстағы бөлшек ретті аралас параболалық-гиперболалық теңдеу үшін екі локалді шекаралық есептердің бірмәнді регулярлы және әлді шешімділігі анықталды. Қарастырулы есептердің меншікті мәндерінің бар болуы немесе вольтеррлігі туралы теоремалар дәлелденді. Айта кету керек, ең қызықтысы – бұл есептерде сипаттамалық шекара болмаған кезде, есептердің меншікті мәндерінің болуы немесе вольтеррлігі шекараның гиперболалық бөлігінің сипаттамалық емес қисығында берілген ізделінді функцияның туындысының бағытына байланысты.
Алынған нәтижелер келешекте әр түрлі интегралдық-дифференциалдық операторлармен берілген бөлшек ретті дифференциалдық теңдеулерді зерттеу теориясында пайдалы болуы мүмкін. Сондай-ақ, бөлшек есептеуді диффузия мен толқындық процестердің классикалық модельдеріне, сондай-ақ жаратылыстанудың басқа модельдеріне енгізу ғылым мен техниканың әртүрлі салаларында кеңінен қолданылады, бұл табиғатта және технологиялық жүйелерде болатын күрделі процестерді дәлірек модельдеуді қамтамасыз етеді. Аталған теңдеулер орталардың жадылары мен біртексіздігін, сондай-ақ олардың мүмкіндіктерінің едәуір кеңеюіне әкелетін, құбылыстардың кең класын жоғары дәлдікпен сипаттайтын қалыптан тыс таралу және диффузия үдерістерін ескеруге мүмкіндік береді. Бұл бөлшек ретті диффузиялық-толқындық теңдеулерін зерттеуді өзекті ғана емес, сонымен қатар ғылыми зерттеулердің перспективалық бағытына айналдырады. 
Диссертациялық зерттеуді орындау барысында алынған нәтижелер 8  жұмыста жарияланды, оның ішінде 2 [188, 190] Clarivate Analytics компаниясының Journal Citation Reports мәліметтері бойынша бірінші және үшінші квартилдеріне кіретін және/немесе Scopus 84 және 35 дерекқорында citescore бойынша процентиль көрсеткіштері бар жоғары рейтингісі бар халықаралық журналдарда жарияланған, тиісінше 5 тезис [191-195] халықаралық конференциялар нәтижелерінің жинақтарында жарық көрді.
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