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Введение

Настоящая диссертационная работа посвящена исследованию разрешимости смешанных задач для гиперболического уравнения с памятью, а также изучению устойчивости численных методов для гиперболических уравнении с памятью и систем.

Общая характеристика работы

Настоящая диссертационная работа посвящена исследованию разрешимости смешанных задач для гиперболического уравнения с памятью в виде интегрального оператора Вольтерра. Этот тип уравнения встречается в физике и инженерии, особенно при изучении волновых явлений в пористой среде, а также в акустических и электромагнитных волнах. Присутствие интегрального члена указывает на то, что уравнение имеет памятный эффект, то есть решение в любой точке зависит не только от текущего состояния, но и от прошлых состояний, определяемых функцией ядра.
Получение аналитических решении задач для гиперболических уравнений с памятью возможно лишь в частных случаях. А использование численных методов позволяет расширить возможности решения задач для данного типа уравнений. Ключевой частью использования численных методов является исследование решений задач на предмет их устойчивости.
Современные исследования в области гиперболических уравнений с памятью фокусируются на изучении влияния различных типов ядер памяти, разработке новых моделей для специфических приложений и улучшении методов получения численных решений. Особенно активно развиваются методики, связанные с применением методов машинного обучения для аппроксимации сложных ядер памяти и оптимизации численных алгоритмов.

Актуальность исследования. 
Концепция памяти является одним из ключевых аспектов в широком спектре научных дисциплин физики, химии, и т.д. В каждой из этих областей память играет важную роль, определяя поведение системы и влияя на её эволюцию со временем. Учет эффектов памяти становится необходимым для более точного моделирования различных процессов и явлений.

В материаловедении иногда применяются модели с памятью для описания реологических свойств материалов. Например, в исследованиях текучести полимеров или стекол иногда используются модели с памятью, учитывающие историческое деформационное поведение материала. В теории упругости применяются модели с памятью для описания деформационных процессов в пластинах и оболочках. Эти модели учитывают исторические изменения в напряжениях и деформациях в материале. В некоторых моделях нелинейной оптики используются интегральные операторы для учета памяти в динамике электромагнитных волн в среде. Это позволяет учитывать исторические изменения в полях, вызванные нелинейными оптическими эффектами. В гидродинамике иногда используются уравнения с памятью для описания течений в пористых средах или течений с учетом временных задержек в реакции среды на изменения внешних условий. В исследованиях плазменной физики применяются модели с памятью для описания эволюции плазменных волн и частиц в плазме. Это позволяет учитывать исторические изменения в плазменной среде.

В некоторых химических реакциях скорость может зависеть не только от концентраций реагентов в текущий момент времени, но и от их исторических значений. Применение моделей с памятью может учитывать влияние предыдущих состояний системы на текущий процесс реакции.

В работе [1] предложена модель, состоящая из основных химических уравнений и памяти, проиллюстрировавшая ключевую функцию реакций памяти в индукции взрывной динамики экспрессии генов. Важность реакций памяти была дополнительно подтверждена в экспериментах.

В работе [2] исследуется применение подхода, основанного на памяти, для моделирования кинетики химических реакций. Авторы использовали интегро-дифференциальные уравнения с памятью для учета временной зависимости концентраций реагентов и продуктов реакции. Был сделан вывод, что собственная химическая кинетика в локальном времени может быть довольно простой (например, первого порядка), но эффекты памяти могут усложнять поведение реагирующей системы.
В системах с неоднородной структурой или в пористых материалах диффузия может быть неоднородной и зависеть от истории перемещения частиц. Моделирование диффузии с памятью позволяет учитывать влияние предыдущего движения частиц на их будущее перемещение. В химической кинетике и катализе могут использоваться модели с памятью для описания влияния предыдущих стадий реакции на текущий катализатор или промежуточные продукты. В исследованиях реологических свойств жидкостей и полимеров может использоваться моделирование с памятью для описания временных зависимостей вязкости или эластичности материалов. В электрохимии применяются модели с памятью для описания диффузии и реакции в электроде или электролите, учитывая исторические изменения в концентрации ионов или зарядов.
В работе [3] заложены основы новой нелокальной модели механики сплошной среды, основанной на учете эффекта памяти как производных дробного порядка.

В работе [4] классическое уравнение баланса импульса была модифицирована путем введения эффекта памяти. Результаты этих исследовании показывают, что уравнение диффузии на основе памяти имеет меньшие перепады давления по сравнению с моделью Дарси для заданного расстояния и времени. Автор с помощью полученных данных показал, что различия в перепаде давления между двумя моделями становятся более значительными, когда срок службы резервуара увеличивается.

В работе [5] исследуется модельное гиперболическое уравнение в частных производных с сингулярными операторами свертки и бесконечно гладкими решениями. Показано, что короткие импульсы, в том числе с конечной полосой пропускания, распространяются с задержкой относительно волнового фронта. В качестве приложения показано, что закон дисперсии Гуревича-Лапотников для тонкослоистой пористой среды может быть аппроксимирован гиперболическим уравнением с сингулярной памятью.

В работе [6] представлен возможности для расширения микро локального анализа на основе гиперболические уравнения с памятью. Представил основу для микро локального анализа гиперболического уравнения первого порядка с памятью.

В работе [7] изучается различия между идеальным и реальным описанием распространения волн. Дифференциальная формулировка может быть записана в терминах эффекта памяти, и теория Френкеля-Био [8-9] используется для описания распространения волн в пористых средах. Описаны процесс усиления S-волны, сейсмическое затухание в частично расплавленных породах и многое другое.
В экологии и биологии популяций применяются модели с памятью для описания взаимодействия между особями во времени. Это позволяет учитывать исторические изменения в популяции и их влияние на будущие состояния. В нейробиологии применяются модели с памятью для описания динамики нейро сетей и механизмов обучения и запоминания информации в мозге. Это позволяет учитывать исторические изменения в активности нейронов и синаптических связей. В биохимии применяются модели с памятью для описания динамики биохимических реакций и взаимодействия различных молекул в клетке. Это позволяет учитывать исторические изменения в концентрациях реагентов и продуктов реакции. В медицинских и биологических исследованиях применяются модели с памятью для описания динамики биологических систем на уровне организма, таких как сердечно-сосудистая система или иммунная система. Это позволяет учитывать исторические изменения в состоянии системы и их влияние на ее поведение. В исследованиях эволюции и генетики применяются модели с памятью для описания динамики генетических популяций и эволюционных процессов. Это позволяет учитывать исторические изменения в генетическом составе популяции и их влияние на ее эволюционное развитие.

В финансовой экономике эффект памяти может использоваться для описания поведения инвесторов и динамики финансовых рынков. Модели с памятью могут учитывать исторические цены активов, предыдущие торговые решения и прочие факторы, влияющие на принятие инвестиционных решений. В микроэкономике модели с памятью могут использоваться для описания потребительского поведения и выбора потребителями товаров и услуг. Учет исторических предпочтений и опыта потребления позволяет более точно описать реакцию потребителей на изменения цен и других факторов. В макроэкономике эффект памяти может использоваться для моделирования долгосрочных тенденций и цикличности экономической динамики. Модели с памятью могут учитывать исторические данные о темпах роста, инфляции, безработицы и других макроэкономических показателях для прогнозирования будущего развития экономики. В экономической теории модели с памятью могут использоваться для описания динамики инноваций и технологического прогресса. Учет исторических данных о развитии технологий и инновационной активности позволяет более точно моделировать влияние инноваций на экономический рост. В некоторых моделях экономики эффект памяти может использоваться для описания процессов формирования ожиданий и адаптивного поведения агентов. Учет исторических данных и опыта позволяет моделировать эволюцию ожиданий и стратегий агентов в динамике.
Вышеупомянутые примеры демонстрируют, как эффект памяти может быть важным в различных областях физики, химических процессах, понимания различных аспектов живых систем и экономическом анализе. В каждой из этих областей понимание эффектов памяти становится ключевым для развития более точных моделей и прогнозов, а также для эффективного управления системами в различных условиях.

Обзор научной литературы и анализ развития методов и математических моделей с эффектом памяти показывает, что эти изучения традиционно занимает одно из важных мест среди современных задач математики и математического моделирования. Данный факт подтверждается тем, что поиск только по нескольким ключевым словам “Memory in economic models”, “Memory in physical systems”, “Memory in chemical reactions”, “Diffusion with memory”, “Delayed reactions” в базе Web of Science Core Collection выдал информацию о 91 349 публикациях на эти темы c разбивкой по приложениям в самых разных научных отраслях, как показано на рисунке 1:
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Рисунок 1. Анализ количества публикаций по темам эффекта памяти в модели в Web of Science Core Collection по годам за период 1999–2024 гг.
Анализ аффилированности публикуемых работ по темам эффекта памяти в модели показывает, что активные исследования в данном направлении ведутся во всех ведущих научных центрах мира таких как система Калифорнийского университета (США), Национальный центр научных исследований (Франция), Китайская академия наук (Китай), Лондонский университет (Великобритания), департамент энергетики США, Гарвардский университет (США), Российская академия наук, ассоциация Гельмгольца (Германия), система Техасского университета и т.д., включая ведущие государственные научные учреждения, как показано на рисунке 2.
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Рисунок 2 – Анализ аффилированности авторов публикаций по теме эффекта памяти в модели в Web of Science Core Collection

Память в контексте интегральных операторов отличается по своим математическим свойствам и воздействию на динамические процессы. Примеры применения интегральных операторов для учета памяти в различных областях:

1. Моделирование динамических систем с памятью: в уравнениях с памятью (например, уравнения Дуффинга или уравнения Лотки-Вольтерры) используются интегральные операторы для учета влияния предыдущих состояний системы на текущее состояние.

2. Уравнения фильтрации в пористых средах: в гидродинамических моделях фильтрации жидкости через пористые среды, такие как грунт или горные породы, применяются интегральные операторы для учета памяти в динамике потока.

3. Нелинейная оптика и распространение волн: в некоторых моделях нелинейной оптики или распространения волн в средах с дисперсией используются интегральные операторы для учета исторических изменений в материале.

Эти примеры демонстрируют разнообразные области применения интегральных операторов для учета памяти в динамических системах:
- Интегральные операторы используются для учета памяти в системах, где текущее состояние зависит не только от непосредственно предшествующего состояния, но и от более давних состояний.

- Интегральные операторы могут быть использованы для описания систем с памятью, когда влияние предыдущих состояний сохраняется в течение определенного времени.

- Интегральные уравнения часто используются в моделировании динамических систем с памятью, таких как уравнения Вольтерра или уравнения фильтрации в пористых средах.

Таким образом, интегральные операторы могут использоваться для учета памяти в динамических системах, они имеют разные математические свойства и применяются в различных контекстах в зависимости от характера исследуемых процессов.
Модели памяти, основанные на интегральном операторе, можно рассматривать как мост между моделями, основанными на дробном исчислении, и классическими производными целого порядка во временной области. И такие модели могут быть доступны для практиков, поскольку не требуются концепции дробного исчисления. Полученные с помощью этого метода результаты находят широкое применение в математике, физике, инженерии и других областях наук.
Гиперболические уравнения с памятью представляют собой важный класс математических моделей, описывающих динамические процессы, в которых текущее состояние системы зависит не только от ее непосредственного состояния в предыдущие моменты времени, но и от истории ее развития. Такие уравнения широко применяются в различных областях науки и техники, включая механику сплошных сред, физику твердого тела, электродинамику и многие другие.

Особенностью гиперболических уравнений с памятью является включение интегральных членов или других форм зависимости от прошлых значений, что позволяет учесть влияние предыстории процесса на его текущее состояние. В физическом смысле это означает, что воздействие прошлых событий на текущее состояние системы затухает, но сохраняется в течение некоторого времени.

Типичное гиперболическое уравнение с памятью может быть записано в виде:


[image: image3.wmf]2

2

2

0

()(()),

t

u

cugtfud

t

ttt

¶

-D=-

¶

ò


где 
[image: image4.wmf]u

 — искомая функция, 
[image: image5.wmf]c

 — скорость распространения, 
[image: image6.wmf]D

 — лапласиан, 
[image: image7.wmf]()

gt

t

-

 — функция ядра, описывающая "забывание" исторической информации, а 
[image: image8.wmf](())

fu

t

 — некоторая функция от прошлых значений 
[image: image9.wmf]u

.

Гиперболические уравнения с памятью находят применение в теории вязко упругости, где они моделируют процессы, связанные с внутренним трением и релаксацией напряжений. В электродинамике они могут описывать дисперсию и поглощение волн в средах с памятью. В теплопроводности — процессы, где скорость изменения температуры зависит от предшествующей истории нагрева или охлаждения.

Получение аналитических решении задач для гиперболических уравнений с памятью возможно лишь в частных случаях. А использование численных методов позволяет расширить возможности решения задач для данного типа уравнений. Ключевой частью использования численных методов является исследование решений задач на предмет их устойчивости.

Современные исследования в области гиперболических уравнений с памятью фокусируются на изучении влияния различных типов ядер памяти, разработке новых моделей для специфических приложений и улучшении методов получения численных решений. Особенно активно развиваются методики, связанные с применением методов машинного обучения для аппроксимации сложных ядер памяти и оптимизации численных алгоритмов.
Цель работы. Целью данной диссертационной работы является исследование корректности смешанных задач для уравнений гиперболического типа с памятью в криволинейной полуполосе; построение устойчивых разностных схем для численного решения смешанных задач гиперболических уравнении и их систем.

Задачи исследования.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие задачи:

· исследовать разрешимость локальных задач для уравнения гиперболического типа с памятью в виде интегрального оператора Вольтерра; найти условия для начальных данных, при выполнении которых будет показана корректность поставленных задач.

· исследовать разрешимость смешанной задачи для уравнения гиперболического типа с памятью в криволинейной полуполосе; найти условия для начальных и граничных данных, при выполнении которых будет показана корректность поставленной задачи.

· построить разностную схему для начально-краевой задачи для уравнения гиперболического типа с памятью; получить условия устойчивости; получить порядок сходимости; провести вычислительные эксперименты;

· построить разностную схему для смешанной задачи для одномерной гиперболической системы; доказать устойчивость предложенной схемы; провести вычислительные эксперименты;

· построить разностную схему для смешанной задачи для симметрической двумерной гиперболической системы; доказать устойчивость предложенной схемы;

Объектом исследования являются гиперболическое уравнение с памятью и гиперболические системы.
Предмет исследования. Вопросы корректности смешанной задачи для уравнения гиперболического типа с памятью; методы исследования устойчивости численного решения смешанной задачи для гиперболического уравнения и их систем.
Методы исследования. При работе над диссертационной работой использованы теория разностных схем, методы дифференциальных уравнений гиперболического типа, метод априорных оценок, методы функционального анализа, метод вычислительных экспериментов, теория устойчивости Ляпунова.
Теоретическая и практическая значимость исследования.
Теоретическая значимость результатов проведенных исследований обосновывается тем, что доказана корректность начально краевой задачи для гиперболического уравнения с памятью. А также, доказана экспоненциальная устойчивость ряда предложенных разностных схем для гиперболического уравнения и гиперболических систем. Полученные теоретические результаты могут пополнить методологическую и фундаментальную базу теории краевых задач, теории разностных схем и стать основой для будущих изысканий в исследуемой области. Практическая значимость результатов исследования заключается в том, что разработана методика для получения устойчивых численных решений. А использование численных методов позволяет расширить возможности решения задач для данного типа уравнений. Гиперболические уравнения с памятью применимы в механике сплошных сред, гидродинамике, материаловедений, химических реакциях и в других прикладных дисциплинах.
Основные положения, выносимые на защиту.

1) Доказана корректность начально-краевой задачи для уравнения гиперболического типа с учетом памяти в криволинейной полуполосе. Доказана единственность решения задачи и его непрерывная зависимость от данных задачи и правой части уравнения.

2) Разработана устойчивая неявная схема для численного решения начально-краевой задачи для уравнения гиперболического типа с памятью. Определен точный порядок сходимости разностной схемы.

3) Построена экспоненциально устойчивая (устойчивость по Ляпунову) противопоточная явная разностная схема расщепления по младшим членам численного решения смешанной задачи для одномерной гиперболической системы;

4) Построена экспоненциально устойчивая (устойчивость по Ляпунову) противопоточная явно-неявная разностная схема расщепления по направлениям для численного решения начально-краевой задачи для двумерной симметрической гиперболической системы с диссипативными граничными условиями, когда коэффициенты уравнения переменны и присутствуют младшие члены.
Научная новизна работы.
Научная новизна первого результата заключается в том, что исследование предоставляет строгое математическое доказательство корректности начально-краевой задачи для гиперболического уравнения с учетом памяти, которая моделируется с помощью интегрального оператора Вольтерра. Доказательство непрерывной зависимости решения от начальных условий и внешних воздействий открывает путь для разработки устойчивых и надежных численных методов решения таких задач, что имеет значительные практические перспективы в инженерных приложениях, физике, механике и других областей.
Второй результат является новым, так как предложены численные схемы для решения начально-краевой задачи для гиперболического уравнения с памятью в виде интегрального оператора Вольтерра. Теоретические порядки сходимости схем подтверждены вычислительными экспериментами. В совокупности эти аспекты данного исследования вносят научный вклад в теорию разностных схем и открывают новые перспективы для дальнейшего изучения гиперболических уравнений с памятью и их приложений в различных областях науки и техники.
Третий результат является новым, так как предложена противопоточная явная разностная схема расщепления по младшим членам для численного решения начально-краевой задачи для систем гиперболических уравнении в одномерном случае и доказана экспоненциальная устойчивость (устойчивость по Ляпунову). Из результатов вычислительных экспериментов следует, что рассматриваемая схема воспроизводит характерные особенности процесса течения жидкости в канале, и может быть использована при численном моделировании, тем самым расширяя границы применения численного анализа в решении сложных математических задач.
· Доказательство экспоненциальной устойчивости противопоточной явно-неявной разностной схемы расщепленная по направлениям для численного решения начально-краевой задачи для двумерной симметрической гиперболической системы с диссипативными граничными условиями, когда коэффициенты системы переменны и присутствуют младшие члены являются новыми (Четвертый результат).
Достоверность и обоснованность полученных результатов подтверждается публикациями в зарубежных журналах с высоким импакт-фактором, в журналах, рекомендованных КОКСНВО МОН РК, а также в материалах всероссийских и международных научных конференций.
Связь диссертационного исследования с результатами других научных исследований. Предлагаемое диссертационное исследование базируется на программе фундаментальных исследований КН МНВО РК "Грант на научные исследования", "Математическое моделирование динамики упругодеформируемых пористых сред с учетом частотной зависимости коэффициента трения (с памятью)" (2018-2020 гг., № АП05131026) и "Разработка интеллектуальной системы анализа и управления динамикой водных потоков в руслах каналов" (2020-2022, № AP08856594).
Апробация работы. Основные положения и результаты работы докладывались и обсуждались на:

· Uzbekistan-Malaysia International Conference “Computational Models and Technologies (CMT2022)”, (г. Ташкент, Узбекистан, 16-17 сентября 2022 года) ;
· международная научная конференция “Обратные и некорректные задачи в естествознании”, (г. Алматы, Казахстан,11-12 апреля 2023 года);

· VII Всемирного Конгресса математиков тюркского мира (TWMS Congress-2023), (г. Туркестан, Казахстан, 20-23 Сентября 2023 года);

· международная научная конференция "Современные проблемы дифференциальных уравнений и их приложения", (г. Ташкент, Узбекистан, 23-25 ноября, 2023 года);

· научные семинары кафедры математики и математического моделирования института физики, математики и информатики КазНПУ им. Абая (руководитель – д.ф.-м.н., профессор Бердышев А.С., г. Алматы).
Публикации и личный вклад соискателя. По теме диссертации опубликовано 12 научных работ: 3 – в изданиях, вошедших в базы Scopus и Web of Science, 3 статей в научных изданиях, утвержденных КОКСНВО МНВО РК, 5 публикаций в материалах Международных конференций, 1 монография. Все публикации подготовлены в ходе проведенного исследования.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа изложена в 118 страницах, состоит из введения, 2 разделов с подразделами, заключения и списка использованной литературы (91 наименование).

Основное содержание диссертации. Во введении представленной диссертационной работы приведены актуальность и новизна на сегодняшний день, сформулирована цель работы и поставлены задачи и основные положения на защиту, также изложено краткое содержание диссертации.
Первый подраздел раздела один носит вспомогательный характер и в нем исследуется вопросы однозначной разрешимости задачи Коши и Гурса для гиперболического уравнения с памятью. Здесь мы получим представление задачи Коши и Гурса в удобной форме для дальнейшего исследования. Найдено условие для начальных данных, при выполнении которых доказана корректность поставленной задачи. Аналогично, могут быть доказаны корректности других локальных задач для уравнения гиперболического типа с памятью.
Во втором подразделе рассмотрена начально-краевая задача для гиперболического уравнения с памятью в криволинейной полуполосе. Исходная криволинейная полуполоса, как и в работе академика Корзюка и Столярчука [15], была разделена на множество треугольних подобластей с помощью характристических прямых. Исходная задача в криволинейной полуполосе была разделена на множество задач Коши, Коши-Гурса и Гурса для гиперболического уравнения с памятью в соответствующих характеристических треугольниках. Получены условия согласования между смежными подобластями. Сформулирована теорема однозначной разрешимости задачи в криволинейной полуполосе. Определены условия для граничных функции. Доказано теорема существование решения задачи.
В третьем подразделе раздела один исследуется однозначная разрешимость задачи Коши для обобщенного гиперболического уравнения Геллерстедта с двумя линиями вырождения разного порядка. Сформулирована видоизмененная начальная задача. С помощью метода Римана строится решение этой задачи в явном виде внутри характеристического треугольника. Построенная функция Римана выражается через специальные функции Аппеля и гипергеометрические функции Гаусса от двух переменных.
Второй раздел работы посвящен построению и исследованию устойчивости разностных смешанных краевых задач для гиперболического уравнения второго порядка с памятью и для гиперболических систем.

В первом подразделе раздела два исследуется устойчивости разностной схемы для начально-краевой задачи для уравнения гиперболического типа с памятью. Получено априорная оценка численного решения в дискретном пространстве 
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Во втором подразделе раздела два доказана экспоненциальная устойчивость противопоточной явной разностной схемы расщепления по младшим членам для нелинейных уравнений Сен-Венана. Вычислительные эксперименты, проведенные вдоль реки Угам и Большого Алматинского канала, представляли собой уникальное исследование, основанное на точных данных, полученных из приложения Google Earth Pro. Отрезок реки Угам, простирающаяся на протяжении 2014 метров, и Большого Алматинского канала, протянувшийся на 10000 метров, стали объектами внимания в ходе эксперимента. Однако, даже с изобилием данных, вызовом являлось большое расстояние между точками наблюдения, составлявшее 33 метра. Это усложняло проведение численных экспериментов и увеличивало вероятность ошибок в их результатах. Чтобы преодолеть этот вызов, мы воспользовались методом интерполяции кубическими сплайнами. Этот метод, благодаря своей способности аппроксимировать кривую между точками данных с гладкостью, позволил уменьшить влияние большого расстояния между точками и улучшить точность полученных результатов. Дополнительно, для моделирования стационарных условий потока воды в реке и канале, воспользовались стационарным решением системы уравнений Сен-Венана. Это обеспечило основу для адекватного описания потока жидкости под воздействием гравитационных сил в исследуемых объектах. Благодаря совместному применению этих методов, вычислительные эксперименты стали более точными и достоверными, открывая новые возможности для понимания динамики воды в реке и канале.
В последнем подразделе раздела два исследуется смешанная задача для двумерной линейной гиперболической системы с диссипативными граничными условиями, когда коэффициенты переменны и присутствуют младшие члены. Предлагается метод численного интегрирования задач для гиперболических систем — так называемый метод расщепления, как эффективное средство для решения сложных многомерных задач математической физики. Следует отметить, что идея построения разностной схемы расщепления и применения противопоточной схемы не нова. Однако здесь представлено оригинальное сочетание этих двух подходов. В частности, производится расщепление в направлениях x и y. Вдоль направления y используется явная противопоточная схема, а в направлении x - неявная. Таким образом, создается новая разностная схема расщепления с применением противопоточности. Этот тип разностной схемы рассматривается и исследуется впервые. Устанавливается экспоненциальная устойчивость противопоточной явно-неявной разностной схемы, расщепленная по направлениям для смешанной задачи линейной двумерной симметрической t-гиперболической системы с переменными коэффициентами и младшими членами. Стоит отметить присутствие функций управления в диссипативных граничных условиях. Для решения этой задачи была разработана дискретная квадратичная функция Ляпунова. Найдено условие для граничных данных задачи, при соблюдении которых гарантирована экспоненциальная устойчивость разностной схемы с расщеплением по направлениям для смешанной задачи в 
[image: image12.wmf]2
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 - норме.

В заключении сформулированы полученные в работе основные результаты и их значение для области знания, в которой они относятся, а также для области их практического применения.
1 Исследование корректности начально-краевых задач для Гиперболического уравнения с памятью

В данном разделе исследуется вопросы корректности локальных задач (в примере задачи Коши) и начально-краевых задач для уравнения гиперболического типа с памятью.

В первом подразделе доказана теорема существования и разрешимость задачи Коши для уравнения гиперболического типа с памятью в виде интегрального оператора Вольтерра. Найдено условие для начальных данных, при выполнении которых доказана корректность поставленной задачи. Аналогично, могут быть доказаны корректности других локальных задач для уравнения гиперболического типа с памятью.

Во втором подраздел рассмотрена начально-краевая задача для гиперболического уравнения с памятью. Сформулирована теорема однозначной разрешимости задачи в криволинейной полуполосе. Определены условия для граничных функций. На основе доказанных лемм доказывается теорема существование решения задачи.
Исследуется единственная разрешимость задачи Коши для обобщенного гиперболического уравнения Геллерстедта с двумя линиями вырождения разного порядка. Формулируется модифицированная начальная задача. С помощью метода Римана строится решение этой задачи в явном виде внутри характеристического треугольника. Построенная функция Римана выражается через специальные функции Аппеля и гипергеометрические функции Гаусса от двух переменных. 

1.1 О корректности локальных задач для уравнения гиперболического типа с памятью

Уравнение Клейна-Гордона-Фока в одномерном случае имеет следующий вид:
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Это уравнение используется для описания зависимости напряженности электрического поля от скорости частицы [10]. Известно, что решения уравнения Клейна-Гордона-Фока существуют и являются единственными [11].

Задача смешивания таких уравнений, заданных начальными условиями на начальные значения функции и ее производной по времени и граничными условиями на границах области определения, изучалась в различных работах, в том числе Хапаевым А.М. [12], Алексеевым [12], Алексеевым Л.А. [13], криволинейные Криволинейные полуполосы изучались Корзюком В.И., Столярчуком И.И. [14-15]. Эти исследования важны для понимания поведения решений уравнений и их применения к различным физическим и математическим моделям.

В контексте уравнения Клейна-Гордона-Фока, описывающего релятивистскую квантовую систему, в которой сложные взаимодействия сохраняются во времени, полезно, например, моделировать влияние начального состояния системы на ее текущее поведение.
Проведем более детальное исследование гиперболического уравнения второго порядка, которое интегрирует механизмы памяти, выраженное уравнением:
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(1.1.1)

подробно характеризует систему, где 
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 — константа, 
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 и 
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 — заданные функции.

Определим границы области 
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 более подробно (Рис. 1.1.1): Нижняя граница 
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: Задается как 
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, где 
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 является конечным значением, определяющим длину интервала по оси 
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. Характеристика 
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: Определяется уравнением 
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, представляя линию, которая выходит из точки 
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 под углом в координатной плоскости, отражая зависимость между временем 
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 и пространственной координатой 
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. Характеристика 
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: Задается как 
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, что соответствует линии, исходящей из точки 
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 и движущейся назад во времени при увеличении 
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.
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Рисунок 1.1.1 – Область 
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Зададим начальные условия в виде:
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(1.1.2)

где 
[image: image36.wmf]()
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 и 
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 являются предварительно заданными гладкими функциями. Эти условия служат начальным данным для задачи Коши.
Зададим условия на характеристиках 
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 и 
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где 
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 являются предварительно заданными и 
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Наша цель найти условия, при которых доказывается существования и единственности решения задачи Коши для гиперболического уравнения с памятью.

Процесс преобразования переменных для уравнения (1.1.1) может быть описан следующим образом:
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(1.1.3)

что приводит к новым выражениям для производных:
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Внедрив эти производные в исходное уравнение, мы получаем его альтернативное представление в новых переменных, что упрощает анализ и решение:
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Таким образом, получаем уравнение в дивергентной форме в новых переменных, что позволяет нам глубже понять структуру уравнения и провести анализ его решений в контексте задачи Коши и заданных граничных условий.

В согласно (1.1.3) область 
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 перейдет в треугольник 
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 с вершинами 
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(1.1.4)

где 
[image: image53.wmf](

)

,,

22

VU

a

hxhx

xh

-+

æö

=

ç÷

èø

, 
[image: image54.wmf](

)

2

,4,

22

CaC

a

hxhx

xh

-+

æö

=

ç÷

èø

, 
[image: image55.wmf](

)

2

,4,

22

faf

a

hxhx

xh

-+

æö

=-

ç÷

èø

, 
[image: image56.wmf](

)

,,

22

KK

a

hxhx

xh

-+

æö

=

ç÷

èø

.

и условия (1.1.2) имеет вид
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(1.1.5)
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(1.1.6)

Выражение (1.1.4) с учетом начальных условии (1.1.5) – (1.1.6) интегрируем. В результате, получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода. 
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(1.1.7)

где 
[image: image60.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1111

11

,,.

22

Fdfd

a

h

h

xx

xhhxhxtxnxhxtx

éù

¢

=-+--+

êú

ëû

òò


Таким образом, решение исходной задачи (1.1.4) - (1.1.6) было сведено к доказательству существования таких 
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 из класса 
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, и они являются решением интегрального уравнения (1.1.7).

Для решения интегрального уравнения Волтерра второго рода (1.1.7) воспользуемся методом последовательных приближений.
По теории интегральных уравнении знаем, что в неоднородном интегральном уравнении за начальное или нулевое приближение берем правую сторону
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. Далее, следующие приближения вычисляем по реккурентной формуле:
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(1.1.8)

Осталось доказать, что последовательность 
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 равномерно сходится в треугольной области 
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Лемма 1.1.1. Пусть 
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 определен как (1.1.8), тогда для последовательности 
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 имеет место следующая оценка:
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(1.1.9)

где 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image71.wmf],
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Элементарно получить доказательство леммы методом математической индукции и учитывая свойства интегральных операторов. 
Начальная база индукции: сравним первое приближение 
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Пусть 
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 и 
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 — максимальные значения 
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 и 
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 соответственно, а 
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 — максимальное значение 
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. Тогда можно оценить модуль разности выше.

Предположим, что для некоторого 
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 ограничена и докажем, что это свойство сохраняется при переходе к 
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Используя максимальные оценки для 
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 и учитывая, что эта последовательность уменьшается, можно показать, что существует константа 
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, и области интегрирования, такая что для всех 
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По принципу математической индукции, последовательность 
[image: image95.wmf]{}
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 равномерно сходится, так как соответствующий ряд сходится абсолютно и равномерно по критерию Вейерштрасса.

Из оценок (1.1.9) следует абсолютная и равномерная сходимость ряда  
[image: image96.wmf](

)

01

0

kk

k

VVV

¥

+

=

+-

å

 члены которых по абсолютной величине меньше членов равномерно сходящегося ряда
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где 
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Аналогично, доказывается абсолютная и равномерная сходимость следующих рядов
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Следовательно, последовательность приближений 
[image: image102.wmf]{}
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 в треугольнике 
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 сходится к функции 
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, которая является решением исходного интегрального уравнения, что доказывает существование решения. Равномерная сходимость также влияет на возможность дифференцирования предельной функции и на устойчивость этого решения по начальным данным и правой части, что подтверждает корректность поставленной задачи Коши.

Теорема 1.1.1. Пусть 
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 заданы, и принадлежит к классу 
[image: image106.wmf](

)

2

C

W

 и 
[image: image107.wmf](

)

(

)

[

]

2

,0,

xxCl

tn

Î

, тогда решение задачи Коши (1.1.1) - (1.1.3) существует и единственно и можно представить следующем виде:
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где функции 
[image: image109.wmf](
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 выражается через резольвенты интегрального уравнения Вольтерра (1.1.7).
Также аналогичная теорема верна и для задачи Гурса.
Замечание. При рассмотрении задачи Коши для уравнения (1) основание 
[image: image110.wmf]AB

 может быть заменен на произвольную кривую 
[image: image111.wmf]()
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, при условии, что функция 
[image: image112.wmf]()
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 непрерывно дифференцируема и производная удовлетворяет условию 
[image: image113.wmf](
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1.2 О корректность начально-краевой задачи для гиперболического уравнения с памятью в криволинейной полуполосе

В изучении пористых материалов важнейшим является анализ системы уравнений, которая определяется как гиперболическая система дифференциальных уравнений второго порядка. Эта система критична для понимания динамики распространения акустических волн в средах, насыщенных жидкостью. Существует обширный массив исследований, освещающих разнообразные методы моделирования таких процессов в пористо-упругих материалах, особенно с учетом двухфазных моделей, предложенных Я.И. Френкелем [9] и М. Био [8]. Эти работы подчеркивают значимость включения моделей диссипации в рамки теоретических построений.

Теория, основанная на работах Френкеля и Био [8, 16-18], предполагает создание линейной модели двухфазных сред, которая включает в себя жесткую пористую структуру и жидкость, заполняющую поры. Принципиальным в данной модели является использование определенных предпосылок для построения функций, описывающих энергетику упругих деформаций и кинетическую энергию системы. Результаты усреднения, проведенные различными исследователями [19-25], привели к формированию обобщенных уравнений пороупругости, согласующихся с френкелево-биотовской теорией, особенно при анализе систем с невязкой насыщающей жидкостью.

Линейная теория фильтрации оформлена как система дифференциальных уравнений, описывающих векторы скоростей и перемещений в пористой среде, включая компоненты, относящиеся как к упругой, так и к жидкой фазам [26, 27]. Эти уравнения также адекватны для описания процессов распространения сейсмических волн, подчеркивая уникальность пористых сред в передаче двух типов продольных волн.

Анализ далее распространяется на рассмотрение систем уравнений для криволинейных областей, акцентируя на первой смешанной задаче с учетом эффекта памяти. Применяемая методология [15] позволяет определить условия для получения классического решения.

Рассмотрим уравнение пористой среды с памятью [28]:
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(1.2.1)
где 
[image: image115.wmf]b

 – заданная функция, 
[image: image116.wmf]c

 – скорость поперечной волны, 
[image: image117.wmf]c

 - положительная постоянная.
Область 
[image: image118.wmf]Q

 (Рис. 1.2.1) ограничена снизу функцией 
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, значения функции в точках 
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, соответственно. А боковые линии 
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. Для этих функции должно выполнятся следующие условия Кривых:
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Рисунок 1.2.1. Область 
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В итоге, 
[image: image134.wmf](
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Смешанная задача. Найти криволинейной области 
[image: image135.wmf]Q

 решение уравнения (1.2.1) удовлетвояющее начальным:
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(1.2.2)
и граничным условиям:
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(1.2.3)
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(1.2.4)

Начально-краевая задача (1.2.1) – (1.2.4) в отстутсвии памяти рассмотрена в работе академика Корзюка и Столярчука [15].
Введем замену переменных:
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(1.2.5)

Уравнение (1.2.1) запишется в следующем виде:
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(1.2.6)

где 
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В результате замены переменных (1.2.5) область 
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 в новых переменных перейдет в область 
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 (рис. 1.2.2). Основание 
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Рисунок 1.2.2. Область 
[image: image162.wmf]W


Условия (1.2.2) – (1.2.4) в силу (1.2.5) записываются в виде:
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(1.2.7)
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(1.2.8)
Смешанная задача в новых переменных. Найти решение уравнения (1.2.6) в области 
[image: image165.wmf]W

, удовлетворяющих начальных (1.2.7) и граничных условии (1.2.8).

Для нахождения решения смешанной задачи воспользуемся методикой, как и в работе. Область 
[image: image166.wmf]W

 разделим на треугольные области 
[image: image167.wmf](
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 (рис. 1.2.2) прямыми
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(1.2.9)

где 
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 значения определяются следующим образом
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(1.2.10)

Решение 
[image: image172.wmf](
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 задачи (1.2.6)-(1.2.8) в обласи 
[image: image173.wmf]W

 будет совокупностью решении в подобластях 
[image: image174.wmf](
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. Согласно результатам подраздела 1.1, решение задачи в подобластях сводятся к решению интегральных уравнении Вольтерра второго рода. В интегральных операторах Вольтерра нижние пределы являются корнями уравнений (1.2.10):


[image: image175.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,,,

kk

kkkk

jjjj

VbVddpg

xh

xh

xhqJJqxh

=++

òò

%



(1.2.11)

где 
[image: image176.wmf](
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произвольные дважды непрерывно дифференцируемые функции.
Предположим, что эти функции из соседных треугольников равны. Введем обозначения:
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(1.2.12)
и для них выполняются условия согласования 
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(1.2.13)

Лемма 1.2.1. Если 
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 и имеет место (1.2.13), то решение уравнении (1.2.6) в каждой области 
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(1.2.14)

Доказательство. Подставляя обозначение (1.2.12) в уравнение (1.2.11), с учетом условии леммы 1.2.1, получим доказательство леммы 1.2.1.
Объединение четырех соседных треугольних областей 
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соприкасаются друг с другом в точках 
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. Предположим, что выполняются следующие условия согласования:
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(1.2.15)

Рассмотрим смешанную задачу (1.2.6) - (1.2.8) в четырехугольном подобласти 
[image: image188.wmf](
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. Для этого в каждой из треугольных подобластей 
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 с учетом условии согласования (1.2.12) и (1.2.13), найдем представление решения интегрального уравнения (1.2.14).

В самом нижнем треугольном области 
[image: image190.wmf](
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 задана задача Коши. Его решение с учетом начальных данных (1.2.7) можно записать следующим образом:
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(1.2.16)

где 
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Решив уравнение (1.2.16), получим функции 
[image: image193.wmf](
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(1.2.17)
В выражении (1.2.17), производные функции можно найти из следующих:
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Из выражения (1.2.12) знаем, что в треугольной подобласти 
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 решением задачи Коши-Гурса будет следующее выражение: 


[image: image201.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

0

2

21

,,

k

k

kk

c

VVzdzdgc

xh

xgxx

xhqqgxx

+

=-++

òò

%



[image: image202.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11

11

,,,,

kkkkk

g

mxhxxxhhh

+-

éùéù

++ÎÎ

ëûëû

%

.
(1.2.18)
Условия согласования (1.2.13) между подобластей 
[image: image203.wmf](
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Аналогично, из выражения (1.2.12), т.е. 
[image: image211.wmf](
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 получаем представление решения задачи Коши-Гурса в области 
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Условия согласования (1.2.13) между подобластей 
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В области 
[image: image224.wmf](
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 в силу (1.2.12) решение задачи Гурса представим в виде 
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Из вышеизложенного верна следующая лемма одназначной разрешимости в треугольной области 
[image: image226.wmf](
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Лемма 1.2.2. Если функция 
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 и выполняются условия леммы 1.2.1, то уравнение (1.2.7) имеет единственное решение из класса 
[image: image228.wmf](
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, и определяется решениями интегральных уравнений (1.2.14) для 
[image: image229.wmf]1,4.
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Доказательство осуществляется путем непосредственной подстановки решений в смежные подобластях 
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 и сравнения функций и их производных.
Решение в четырехугольном области 
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Утверждение. Если решения 
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 и верно (1.2.15), то в четырехугольных подобластях 
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 решение 
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 принадлежит к классу 
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Теперь, сформулируем лемму одназначной разрешимости в 
[image: image239.wmf](
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Лемма 1.2.3. Если функции на границах 
[image: image240.wmf](
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, и их обратные операторы из класса 
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, выполняются (1.2.18), (1.2.19) и условия леммы 1.2.2, тогда решение 
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 начально-краевой задачи (1.2.6)-(1.2.8) в четырехугольном области 
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существует и единственно.
Теперь, сформулируем лемму одназначной разрешимости в 
[image: image244.wmf](
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Лемма 1.2.4. Пусть для четырехугольных областей 
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выполняются условия леммы 1.2.3, начальные условия в области 
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 определен из 
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то решение в обединении этих областей 
[image: image251.wmf](
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 всегда будет существовать в классе 
[image: image252.wmf]2
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 и будет единственным.
Теорема 1.2.1. Пусть для любой 
[image: image253.wmf]k

 выполняются лемма 1.2.4, условия согласования (1.2.18), (1.2.19), тогда решение начально-краевой задачи (1.2.6) – (1.2.8) существует единственно в 
[image: image254.wmf](
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1.3 Разрешимость задачи Коши для гиперболического уравнения с двумя линиями вырождения

Теория вырожденных гиперболических и эллиптических уравнений берет свое начало в фундаментальных работах Дарбу [29], Холмгрена [30] и Геллерстедта [31] и появляется при решении многих прикладных задач, в частности, играет особенно важную роль в газовой динамике [32].

Классическая задача Коши для вырожденного гиперболического уравнения следующего вида:


[image: image255.wmf]0,0
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решается Дарбу [29]. Он доказал, что решение задачи Коши существует единственным образом и непрерывно зависит от начальных условий задачи, т.е. задача Коши корректно поставлена. Работы Трикоми [33], Геллерстедта [34], Франкля [35], Березина [36], Бицадзе [37], Проттера [38], Конти [39] и других также посвящены изучению задачи Коши. Для уравнения
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(1.3.1)

где 
[image: image257.wmf]0
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 гиперболического типа в полуплоскости 
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 с параболическим вырождением вдоль прямой 
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 Березин [36] установил, что для 
[image: image260.wmf]2
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 задача Коши корректно поставлена. В случае, когда 
[image: image261.wmf]2
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, задача Коши может оказаться некорректно поставленной (показал пример). Конти [39] обобщил результаты [36] для вырождающегося квазилинейного уравнения. Если для уравнения (1.3.1) выполняются следующие условия
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(1.3.2)

то, как установлено Проттером, задача Коши корректно поставлена. В случае, когда условие Проттера (1.3.2) нарушается, задача Коши с классическими начальными условиями на линии параболического вырождения может оказаться неразрешимой [40]. В этом случае естественно исследовать задачу с модифицированными начальными условиями [37]. Данная работа посвящена исследованию разрешимости модифицированной задачи Коши для гиперболического уравнения с двумя линиями вырождения разного порядка. В области 
[image: image263.wmf]0,0
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 мы рассматриваем уравнение (1.3.2)
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(1.3.3)

где выполняются следующие условия
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Работы [40—42] также посвящены разрешимости задачи Коши для вырождающегося гиперболического уравнения.

Рассмотрим уравнение (1.3.3) в следующем треугольнике 
[image: image266.wmf]D

 в области 
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: Этот треугольник 
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 ограничен линиями: 
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с вершинами в трех точках 
[image: image273.wmf],
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 и 
[image: image274.wmf]B

.

Задача Коши заключается в нахождении регулярного решения уравнения (1.3.3) в области 
[image: image275.wmf]D

 с начальными условиями Коши
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(1.3.5)
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(1.3.6)

где 
[image: image278.wmf]2
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 являются заданными функциями от 
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 — интервал оси 
[image: image282.wmf]x

.

Уравнение (1.3.3) приводит к следующему общему уравнению Эйлера—Пуассона—Дарбу [43-46] в характеристических координатах:
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(1.3.7)

где
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Аналогично, начальные условия Коши (1.3.5) и (1.3.6) принимают вид


[image: image285.wmf]12

2

2

12

1

0

2

lim(,)(),

2

nn

nn

u

hx

xhtxtx

-+

-®

éù

-+

æö

êú

==

ç÷

êú

èø

ëû



(1.3.8)
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(1.3.9)

Построим функцию Римана 
[image: image287.wmf]00
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 для вышеуказанного уравнения (1.3.7) следующим образом:

1. 
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 является функцией переменных 
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, которая является решением сопряженного уравнения:
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(1.3.10)

2. Функция 
[image: image291.wmf]00
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 имеет следующие значения в характеристических точках: 
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где 
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3. Функция 
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 является решением уравнения Вольтерра второго порядка:
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Решение вышеупомянутого сопряженного уравнения (1.3.10) имеет вид
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(1.3.14)

где
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Дифференцируя функцию (1.3.14) и используя сопряженное уравнение (1.3.10), мы находим следующее уравнение:
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(1.3.15)

где
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Таким образом, мы легко определяем и упрощаем коэффициенты уравнения (1.3.15), так что:
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(1.3.16)
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(1.3.17)
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(1.3.18)
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(1.3.19)

Используя обозначения (1.3.16) - (1.3.19) и уравнение (1.3.15), мы определяем следующую систему дифференциальных уравнений для гипергеометрических функций Аппеля [46], так что:
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Эта дифференциальная система, соответствующая приведенному выше уравнению (1.3.15), имеет решение [47]:
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(1.3.20)

где функция 
[image: image320.wmf]3

F

 определена как [42, 47]:
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[image: image324.wmf](
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 — символ Похгаммера (или сдвинутый факториал). Поэтому, подставив приведенное выше решение (1.3.20) в выражение (1.3.14), определим функцию Римана для упомянутой выше задачи Коши


[image: image325.wmf](

)

000312

0000

(,;,),,1,1;1;,.

RF

ab

hxhx

xhxhababss

hxhx

æöæö

+-

=--

ç÷ç÷

+-

èøèø


(1.3.21)

Далее, используя функцию Римана (1.3.21), решаем задачу Коши для уравнения (1.3.7) с начальными условиями (1.3.6) и (1.3.7).

Если 
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(1.3.22)

Интегрируя тождество (1.3.22) в области 
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 и применяя формулу Грина, мы получаем:
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где 
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(1.3.23)

Теперь давайте вычислим первый интеграл этого решения (1.3.23), используя формулу аналитического продолжения для гипергеометрических функций Аппеля таким образом:
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 (1.3.24)

где [48]
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Из (1.3.24) функция Римана (1.3.21) принимает вид:
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 (1.3.25)

где
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Вычисляя производные вышеуказанной функции Римана (1.3.25), мы получаем формулы:
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где
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Следовательно, имеет место тождество, такое что
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(1.3.26)

Используя известные формулы, можно получить:
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Из (1.3.26) и с помощью следующих дифференциальных тождеств
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здесь мы находим дифференциальную идентичность:
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(1.3.27)

Обратим внимание, что 
[image: image361.wmf]12
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(1.3.28)

Из определенного значения функции 
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являются гипергеометрическими функциями Гаусса [47,48]. Следовательно, (1.3.28) принимает форму:
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(1.3.29)
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Давайте вычислим второй интеграл решения (1.3.23) с использованием формулы разложения:
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(1.3.30)

где гипергеометрическая функция Аппеля имеет вид [11, 19]:
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Используя формулу разложения (1.3.30) и функцию Римана (1.3.21), мы получаем:
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(1.3.31)

Учитывая (1.3.31), мы находим:
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(1.3.32)

Следовательно, используя начальное условие (1.3.9) и (1.3.32), мы получаем:
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(1.3.33)

С учетом следующих предельных соотношений:


[image: image377.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

00

2

11

2002

00

1

00

0

2

0

00

limlim1,lim1;,;1;

11

1;,;1;,1

2

1

1;;1;,

12

,

i

i

Fii

Fii

F

hxhxhx

xxhh

ss

aabs

shxhxs

hxxx

aab

xhx

ab

hxxx

aab

abaxhx

®®®

--

æö

==-++

ç÷

----

èø

éù

--

=-++

êú

+

ëû

éù

G-

--

=--

êú

GG-+

ëû


и из (1.3.33), мы находим:
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Учитывая
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и из (1.3.33) мы получаем
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(1.3.34)

Если мы подставим (1.3.34) во второй интеграл в вышеуказанном решении (1.3.23), то
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(1.3.35)

После того как все интегралы посчитаны, подставляя (1.3.29) и (1.3.35) в решение (1.3.23) в уравнение, получается окончательное выражение для 
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, которое представляет собой решение исходной задачи Коши для обобщенного уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу (1.3.7) в рассматриваемой области:
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(1.3.36)

где
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Мы утверждаем, что решение задачи Коши (1.3.36) удовлетворяет начальным условиям задачи Коши (1.3.8)–(1.3.9) и уравнению (1.3.7) также. Фактически, если мы используем преобразование: 
[image: image386.wmf](

)

tz

xhx

=+-

 в решении (1.3.36), то получим следующую функцию:
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(1.3.37)

Из (1.3.37) и учитывая определение характеристики (1.3.4), мы находим:
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(1.3.38)

Решение (1.3.38) удовлетворяет начальным условиям задачи Коши (1.3.5), (1.3.6) и уравнению (1.3.3) также. Если мы используем интегральное представление для гипергеометрических функций Гаусса, то получим решение, выраженное через двойные интегралы типа Эйлера:
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(1.3.39)
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(1.3.40)

Подставляя (1.3.39) и (1.3.40) в (1.3.36), мы получаем:
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Изменяя порядок интегрирования, мы находим:
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Следовательно, применяя преобразование 
[image: image400.wmf](

)

2222

tzs

xx

=+-

 во внутреннем интеграле, мы находим:
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Аналогично, используя преобразование 
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 во внешнем интеграле, мы имеем
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где
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В заключение, метод функции Римана предоставляет мощный инструментарий для анализа линейных и некоторых нелинейных уравнений, давая возможность находить решения сложных задач Коши и изучать их свойства. Полученные с помощью этого метода результаты находят широкое применение в математике, физике, инженерии и других областях науки. Кроме того, результаты, полученные с помощью функции Римана, могут быть использованы для численного моделирования, позволяя создать алгоритмы для вычисления решений в различных точках области и при различных начальных условиях. Это может быть использовано в компьютерных симуляциях и приложениях для моделирования процессов, описываемых уравнениями типа Эйлера-Пуассона-Дарбу.

2 Исследование Устойчивости разностных схем для начально-краевых задач Гиперболического уравнения с памятью

В данном разделе предлагается метод численного решения смешанной задачи для гиперболического уравнения с памятью. Неявная разностная схема построена как эффективное средство решения сложных многомерных задач математической физики. Найдено условие гарантированной устойчивости неявной разностной схемы для смешанной задачи в 
[image: image408.wmf]2

L

-норме. Порядок сходимости для всех переменных представленной разностной схемы рассчитан и подтвержден численным экспериментом.

Доказана экспоненциальная устойчивость противопоточной разностной схемы расщепления по младшим членам для линейных уравнений Сен-Венана. Рассмотрен общий случай, когда произвольное трение и изменяющийся в пространстве наклон включены в систему, что приводит к неоднородным установившимся состояниям. Построена явная дискретная квадратичная функция Ляпунова. Найдено условие для граничных условий, при выполнении которых доказана устойчивость экспоненциальной устойчивости разностной схемы расщепления по младшим членам для линейных уравнений Сен-Венана для 
[image: image409.wmf]2
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 -нормы.
Вычислительные эксперименты, проведенные вдоль реки Угам и Большого Алматинского канала, представляли собой уникальное исследование, основанное на точных данных, полученных из приложения Google Earth Pro. Отрезок реки Угам, простирающаяся на протяжении 2014 метров, и Большого Алматинского канала, протянувшийся на 10000 метров, стали объектами внимания в ходе эксперимента. Однако, даже с изобилием данных, вызовом являлось большое расстояние между точками наблюдения, составлявшее 33 метра. Это усложняло проведение численных экспериментов и увеличивало вероятность ошибок в их результатах. Чтобы преодолеть этот вызов, мы воспользовались методом интерполяции кубическими сплайнами. Этот метод, благодаря своей способности аппроксимировать кривую между точками данных с гладкостью, позволил уменьшить влияние большого расстояния между точками и улучшить точность полученных результатов. Дополнительно, для моделирования стационарных условий потока воды в реке и канале, воспользовались стационарным решением системы уравнений Сен-Венана. Это обеспечило основу для адекватного описания потока жидкости под воздействием гравитационных сил в исследуемых объектах. Благодаря совместному применению этих методов, вычислительные эксперименты стали более точными и достоверными, открывая новые возможности для понимания динамики воды в реке и канале.
В третьем подразделе, предлагается метод численного интегрирования задач для гиперболических систем — так называемый метод расщепления, как эффективное средство для решения сложных многомерных задач математической физики. Устанавливается экспоненциальная устойчивость противопоточной явно-неявной разностной схемы, расщепленная по направлениям для смешанной задачи линейной двумерной симметрической t-гиперболической системы с переменными коэффициентами и младшими членами. Стоит отметить присутствие функций управления в диссипативных граничных условиях. Для решения этой задачи была разработана дискретная квадратичная функция Ляпунова. Найдено условие для граничных данных задачи, при соблюдении которых гарантирована экспоненциальная устойчивость разностной схемы с расщеплением по направлениям для смешанной задачи в 
[image: image410.wmf]2
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-норме.
2.1 Неявная разностная схема для начально-краевой задачи для гиперболического уравнения с памятью

Исследование процесса распространения волны в пористых средах, является актуальным для широкого спектра промышленных процессов таких как гидрология, подземные воды и т.д. Эти процессы обычно описываются гиперболической системой уравнений в частных производных [49-52]. Из-за не учета важных свойств пористой среды, в определенных обстоятельствах эти модели могут дать неадекватное или неточное представления процесса [53, 54]. На динамику распространения волны в пористой среде влияет не только текущее состояние процесса, но и его предыдущие состояния так называемое память [55]. В уравнении модели эффект памяти можно включить как ее производной с некоторым ядром [56,57] 

Таким образом, модель распространения волны в пористой среде с памятью может быть описана как интегро-дифференциальное уравнение в частных производных [58]. В связи с этим хотим отметить, что адекватные численные результаты рассматриваемой задачи могут найти дальнейшее применение в других областях исследования. 

В данном подразделе мы рассматриваем уравнение, которая является гиперболическим уравнением с нелинейной составляющей и интегральным членом. Так как такие уравнение сложно решить явно из-за нелинейного и интегрального члена, потому что возникают проблемы на счет устойчивости численных решении.
Задача рассматривается на плоскости 
[image: image411.wmf]2
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 двух независимых переменных 
[image: image412.wmf]t

 и 
[image: image413.wmf]x

 относительно декартовой системы координат. В полуполосе 
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 рассмотрим гиперболическое уравнение второго порядка с памятью следующего вида:
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(2.1.1)

где 
[image: image416.wmf]b

 - заданная функция; 
[image: image417.wmf]W

 - замыкание области 
[image: image418.wmf]W

; 
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 - скорость поперечной волны. Здесь 
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Уравнение (2.1.1) может описывать процесс диффузии вещества в среде, где 
[image: image421.wmf]2
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 представляет коэффициент диффузии.

В вязкой среде распространение звука члены с 
[image: image422.wmf](
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 может представлять потери энергии из-за вязкости. Члены связанные с 
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, представляют собой нелинейные источники или потери, которые могут быть связаны с различными физическими процессами, такими как реакции поглощения или испускания, нелинейное взаимодействие волн или даже реакции химического характера.

Для 
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 то уравнение (2.1.1) станет уравнением пористой среды с учетом памяти в одномерном случае [59].

Начальные условия в области 
[image: image427.wmf]W

 для уравнения (2.1.1):


[image: image428.wmf](

)

(

)

0,,

uxx

j

=



[image: image429.wmf](

)

(

)

0,,01

t

uxxx

y

=<<




(2.1.2)

где 
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 — гладкие функции.

И граничные условия:
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(2.1.3)

Для задачи Коши (2.1.1) - (2.1.2) из [56] известно, что для 
[image: image433.wmf](

)

(

)

2

,

ftxC

ÎW

, 
[image: image434.wmf](

)

(

)

[

]

2

,0,1

xxC

jy

Î

 решение существует и единственное.

Наша цель — построить устойчивую неявную разностную схему для задачи (2.1.1) - (2.1.3).

В 
[image: image435.wmf]W

 построим разностную сетку с шагами 
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 в направлении 
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 и 
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 – в направлении 
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. Узловые точки дифференциальной сетки (обозначим пересечениями линий 
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) представлены как 
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Значения численного решения в точках сетки представлены выражением.


[image: image443.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,,,,,,,

,,0,,0,.

nnnnnnnn

iiiiiiii

iiii

yuxtkKxtFfxtbbxt

xxiMnN

jjyy

====

====



(2.1.4)

Определим шаги разностной сетки как 
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Исходное уравнение (2.1.1) аппроксимируется неявной разностной схемой:
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 (2.1.5)

А в качестве исходных данных возьмем точное значение начальных функций (2.1.2) в узловых точках исходного слоя во времени:
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(2.1.6)

Граничные условия (2.1.3) аппроксимируются следующим образом
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(2.1.7)

Предположим, что существуют положительные числа 
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 такие, что
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(2.1.8)

Без ограничения общности предположим, что 
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 — константа.

Теорема 2.1.1. При выполнении условий (2.1.8) для всех 
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 таких, что 
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, выполняется неравенство:
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(2.1.9)

Доказательство. Для упрощения обозначений будем использовать обозначения из работы [60]:
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Перепишем (2.1.5) в виде
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умножьте обе части этого уравнения скалярно на 
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(2.1.10)

Оценим слагаемые в (2.1.10). Для первого и третьего членов в левой части имеем:
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Применим ко второму слагаемому в левой части дискретный аналог первой формулы Грина [61], учитывая граничные условия (2.1.7):
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Учитывая предположения (2.1.8) и неравенство Коши, для четвертого и пятого слагаемых имеем:
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Аналогично для шестого члена имеем:
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Оценим член в правой части следующим образом:
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Учитывая полученные неравенства, из (2.1.10) имеем
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(2.1.11)

Применим к (2.1.11) дискретный аналог леммы Гронуолла [62]:
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(2.1.12)

Просуммируем (2.1.12) от 0 до 
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Используя дискретный аналог леммы Гронуолла, при 
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Теорема доказана.

Теорема 2.1.2. Если условия теоремы 2.1.1 выполнены, то схема (2.1.5) - (2.1.7) сходится с порядком 
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Доказательство. Введем рассмотрение 
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 в (2.1.5) - (2.1.7):
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Или
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(2.1.13)
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(2.1.15)

где
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В силу линейности схемы и того, что 
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, для задачи (2.1.13) - (2.1.15) выполняется оценка (2.1.9):
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Порядок аппроксимации 
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 равен 
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Вычислительный эксперимент проводился при следующих параметрах:
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В этом случае точное решение задачи и начальные условия имеют вид:
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Ниже представлены результаты, описывающие два различных эксперимента с разной стратегией изменения параметров, а именно, шага по пространству и шага по времени.

В первом случае мы оставляем шаг по пространству неизменным 
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, изменяя только шаг по времени вдвое (таблица 2.1.1). 
Порядок сходимости вычисляется из нижеследующего равенства:
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где 
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 ошибка в 
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, 
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 шаг времени в эксперименте 
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. В нашем случае, поскольку мы уменшаем размер шага вдвое равенство будет иметь вид 
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. То есть, мы ищем ответ на вопрос «Насколько уменшиться ошибка численного решения относительно точного, если уменшим размер шага по времени вдвое?»
Эмпирический порядок сходимости по временному шагу определяется формулой
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Таблица 2.1.1 – Результаты первого эксперимента

	Номер эксперимента, 
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Во втором случае, наоборот, шаг по времени остается постоянным 
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, а меняя только шаге по пространству вдвое (таблица 2.1.2).
Эмпирический порядок сходимости по временному шагу определяется формулой
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где 
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Таблица 2.1.2 – Результаты второго эксперимента

	Номер эксперимента, 
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Эти полученные данные с помощью экспериментальных вычислений показывают (рисунок 2.1.1-2.1.3), что численные решения уравнений (2.1.1) - (2.1.3) устойчивы и сходятся.
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a)                                                                         b)

Рисунок 2.1.1. Результаты аналитического (a) и численного (b) решения для 
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Рисунок 2.1.2. Результаты аналитического и численного решения для 
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Рисунок 2.1.3. Результаты аналитического и численного решения для 
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2.2 Противопоточная явная разностная схема для начально-краевой задачи одномерной гиперболической системы

Уравнение Сен-Венана с наклоном и трением задаются следующей системой:
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(2.2.1)

Согласно работе [63] система уравнений (2.2.1) преобразуется в следующую систему, выраженную в новых координатах
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(2.2.2)


[image: image541.wmf]12

12

21

()()

()(),()()

()()

xx

axxbxx

xx

jj

dg

jj

==

,



(2.2.3)

где
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и два действительных различных собственных значения 
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Для системы уравнений (2.2.2), получим следующие граничные условия


[image: image550.wmf]11

102211

22

(0)()

(,0)(,0),(,)(,)

(0)()

L

ytkytytLkytL

L

jj

jj

==



(2.2.10)
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и с начальные данными при 
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Здесь начальные условия  
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В книге С. К. Годунова [64] построена явная разностная схема противопоточная для гиперболических систем. Как известно, в таких случаях необходимо соблюдать условие устойчивости Куранта-Фридрихса-Леви, присущее явным разностным схемам.

В непрерывном случае идея выбора функции Ляпунова и применения теории устойчивости к гиперболическим системам изучается в [65]. Монография [65] посвящена моделированию законов сохранения и баланса, а также изучению устойчивости и граничной стабилизации одномерных гиперболических систем с использованием уравнений в частных производных. Она представляет типичные примеры гиперболических систем для широкого спектра физических инженерных приложений, что позволяет определить граничные условия управления для наиболее часто используемых устройств управления.

В [66] рассматривается проблема влияния граничных условий на устойчивость систем линейных уравнений сохранения, включая нижние члены (источники), и применение теории устойчивости Ляпунова к проблемам передачи энергии вдоль линий, заданных уравнением телеграфа.

Монография А. М. Блохина и Р. Д. Алоева посвящена изучению устойчивости разностных схем с использованием метода энергетических неравенств [67]. Этот подход используется в [68] для решения задач гиперболических систем методом конечных элементов. В [69] исследуется устойчивость разностных схем для одного класса гиперболических систем уравнений, которые имеют несколько форм записи, используя методы в [67]. Уникальность решения схемы конечных элементов в случае переменных коэффициентов исследуется в [70].

Начально-краевая задача для трехмерных квазилинейных гиперболических систем исследуется в [71,72].

В [73] для двумерной линейной гиперболической системы с переменными коэффициентами и диссипативными граничными условиями доказывается теорема об экспоненциальной устойчивости разностной схемы разделения в Соболевских пространствах.

Экспоненциальная устойчивость стационарного решения дифференциальной задачи для уравнения Сен-Венана исследуется в [74] путем построения квадратичной функции Ляпунова.

В [75] предложена новая явная квадратичная функция Ляпунова, которая позволяет анализировать локальную экспоненциальную устойчивость равновесных состояний системы с диссипативными граничными условиями без дополнительных условий на параметры гиперболической системы из двух уравнений.

В [76] авторы изучают экспоненциальную устойчивость классических решений линеаризованных уравнений Сен-Венана для наклонного канала. Даны достаточные диссипативные условия, гарантирующие экспоненциальную устойчивость в условиях субкритического потока без дополнительных предположений о размере дна и уклонах трения.
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Значения численного решения в точках сетки представлены выражением.
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Определим шаги разностной сетки как 
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Исходное уравнение (2.2.2) аппроксимируем следующей образом:


[image: image567.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11111

1

22222

1

,1,,;

0,,

,0,,1;

jjjjj

jjjjj

t

zyyyjJ

x

t

zyyyjJ

x

kkkk

kkkk

l

kK-1,

l

-

+

D

ì

éù

=--=

ï

ëû

ï

D

=

í

D

ï

éù

=--=-

ëû

ï

D

î

K

K

K

 
(2.2.13)
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(2.2.14)

Предлагаемая сетка называется противопоточной явной разностной схемой расщепления по младшим членам.

Граничные условия (2.2.10) аппроксимируются следующим образом
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(2.2.15)

А в качестве исходных данных возьмем точное значение начальных функций (2.2.12) в узловых точках исходного слоя во времени:
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(2.2.16)

А число Куранта обозначим как 
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Общеизвестно, что явная разностная схема устойчива при соблюдении условии Куранта-Фридрихса-Леви (КФЛ): 
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(2.2.17)

Далее, в доказательство будем считать, что условие КФЛ (2.2.17) всегда выполняется. 

Наша цель - доказать, что разностная задача (2.2.13) - (2.2.16) экспоненциально устойчива. Для начала нужно определить критерии, когда (2.2.13) - (2.2.16) экспоненциально устойчива.

Определение. Решение предложенной схемы (2.2.13) - (2.2.14) называется экспоненциально устойчивым, если существуют константы 
[image: image573.wmf]0

h

>

 и 
[image: image574.wmf]0

с

>

, что для любого:

 
[image: image575.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

{

}

(

)

10

22

0

20

,0,;

j

j

j

j

y

xjJ

y

æö

ç÷

Î=

ç÷

èø

y

@L

LR

, 
а решение удовлетворяет неравенству:
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Здесь 
[image: image577.wmf]{

}

(

)

22

,0,;

j

xjJ

=

L

LR

 дискретное пространство  
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, норма:
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и является ограниченной.

Рассмотрим разностную краевую задачу (2.2.13) - (2.2.16) со стационарным решением 
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Для доказательства экспоненциальной устойчивости решения (2.2.13) - (2.2.16) введем функции Ляпунова:
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где
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  (2.2.18)
а параметр 
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подлежат определению. 

Теорема 2.2.1. Пусть имеет место (2.2.18), 
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 будет положительной и параметры в (2.2.15) 
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 подчиняются неравенству 
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тогда решение 
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 задачи (2.2.13) - (2.2.16) экспоненциально устойчиво в 
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Лемма 2.2.1. Пусть выполняются условия теоремы 2.2.1. Тогда справедливо следующее неравенство
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(2.2.20)
Доказательство. Из уравнения (2.2.13) и (2.2.18)
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В этом равенстве вместо 
[image: image594.wmf](
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 подставим его значение из первого разностного уравнения системы (2.2.13):
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Упростим выражение внутри фигурных скобок
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Согласно условии КФЛ следует, что справедливо неравенство 
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)

1

10

j

r

->

. Следовательно, справедливо неравенство 
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. Воспользуюсь алгебраическим неравенством 
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Таким образом для выражения 
[image: image601.wmf]j
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 сверху имеем следующую оценку 
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Тогда для конечно-разностного отношения 
[image: image603.wmf]11
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справедливо следующее неравенство
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или (2.2.20)

Лемма 2.2.2. Пусть выполняются условия теоремы 2.2.1. Тогда с точностью 
[image: image605.wmf]()

Ox

D

 верно следующее:
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(2.2.21)

Доказательство. Введем в рассмотрение обозначение
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Тогда из (2.2.20) с точностью 
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Согласно формулы разностного дифференцирования от произведения имеем
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Выполним некоторые преобразования второго члена этого равенства
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Тогда из (2.2.13) с точностью 
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получим следующее равенство
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Следовательно, отсюда получим неравенство (2.2.21).

Лемма 2.2.3. Пусть выполняются условия теоремы 2.2.1. Тогда справедливо следующее неравенство
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(2.2.22)

Доказательство. Лемма 2.2.3 доказывается аналогично, как и Лемма 2.2.1.

Лемма 2.2.4. Пусть выполняются условия Теоремы 2.2.1. Тогда из (2.2.22) с точностью 
[image: image618.wmf]()
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 верно следующее:
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(2.2.23)

Доказательство. Лемма 2.2.4 доказывается аналогично, как и Лемма 2.2.2.

Лемма 2.2.5. Пусть выполняются условия теоремы 2.2.1. Тогда с точностью 
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 справедливо следующее:
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(2.2.24)

Доказательство. Для 
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 получим следующее выражение
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[image: image625.wmf]
В этом равенстве вместо 
[image: image626.wmf](

)

2

1

1

j

y

k

+

éù

ëû

 подставим его значение из первого разностного уравнения системы (2.2.14):
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Учитывая очевидное равенство
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для выражения 
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Таким образом, с точностью 
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 справедливо равенство (2.2.24).

Лемма 2.2.5 доказана. Аналогичным образом можно доказать следующую лемму.

Лемма 2.2.6. Пусть выполняются условия теоремы 2.2.1. Тогда с точностью 
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(2.2.25)

Лемма 2.2.7. Пусть выполняются условия теоремы 2.2.1. Тогда с точностью 
[image: image635.wmf](
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справедливо следующее неравенство
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(2.2.26)


Доказательство. Непосредственными вычислениями и с учетом (2.2.21), (2.2.24) вытекает (2.2.26).

Лемма 2.2.8. Пусть выполняются условия Теоремы 2.2.1. Тогда с точностью 
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справедливо следующее неравенство
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(2.2.27)


Доказательство. Непосредственными вычислениями и с учетом (2.2.23), (2.2.25) вытекает (2.2.27).

Лемма 2.2.9. Пусть выполняются условия теоремы 2.2.1. Тогда с точностью 
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справедливо следующее неравенство
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(2.2.28)

Доказательство. Действительно, учитывая равенства (2.2.26) и (2.2.27) имеем


[image: image643.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1

1

11

111

1212

1122

222

111111111

001

1

2

11112

1

1

11

exp2

j

j

J

x

JJjjj

j

JJ

jj

jjjj

j

jj

VVVV

VVVVVV

tttt

gygyffey

xfyxxafxzz

kkkk

kkkkkk

m

l

kkk

kkk

ll

m

m

l

-

-

++

+++

-

-

=

-

==

+-+

---

==+£

DDDD

éùéùéù

éù

£-+--

ëû

ëûëûëû

éù

æö

éù

-D--D+

êú

ç÷

ëû

èø

ëû

å

åå



[image: image644.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

222

222222222

001

2

1

0

11

2

22212

1

2

00

exp

exp2

J

JJjjj

j

j

JJ

jj

jjjj

j

jj

gygyffxy

xfyxxbfxzz

kkk

kkk

m

ll

l

m

m

l

-

+

+

=

--

+

==

éù

æö

éùéùéù

éù

----

êú

ç÷

ëû

ëûëûëû

èø

ëû

éù

æö

éù

-D-D£

êú

ç÷

ëû

èø

ëû

å

åå



[image: image645.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11

12

11

2222

11112222

0000

1

22

1111122222

11

10

jj

jj

JJJJ

JJ

xx

jjjjjj

jj

gygygygy

ffeyffey

kkkk

mm

ll

kk

llll

-+

-+

-

-

-+

==

éùéùéùéù

£-+-+

ëûëûëûëû

éùéù

éùéù

+----

ëûëû

ëûëû

åå



[image: image646.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

22

1122

12

10

1

112212

11

10

expexp

22.

JJ

jjjj

jj

jj

JJ

jjjj

jjjj

jj

xfyxxfyx

xafxzzxbfxzz

kk

kkkk

mm

mm

ll

-

==

-

-+

==

éùéù

æöæö

éùéù

-D--D-

êúêú

ç÷ç÷

ëûëû

èøèø

ëûëû

-D-D

åå

åå


Лемма 2.2.9 доказана.

Нетрудно убедиться в том, что с точностью 
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 справедливо следующее неравенство 
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 (2.2.29)

Здесь мы воспользовались обозначениями и c точностью 
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Таким образом имеем неравенство
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(2.2.30)

где
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В работе [47] показано, что существуют функции 
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 , а также параметр 
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. Кроме того, существует 
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. Следовательно, из неравенства (2.2.30), получим
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(2.2.31)

Доказательство теоремы 2.2.1. Пусть выполняются условия теоремы 2.2.1, тогда рекурсивно применяя неравенство (2.2.31) получим следующее неравенство
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Обозначим
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Тогда 
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Следовательно
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Таким образом последнее неравенство означает экспоненциальную устойчивость численного решения 
[image: image671.wmf]j

k

y

 смешанной задачи в 
[image: image672.wmf]2

L

-норме. Теорема 2.2.1 доказана.
Вычислительный эксперимент в реке Угам.

Угам (узб. Ugom, Угом) — горная река, протекающаая по территории Казахстана и Узбекистана (рис. 2.2.1). Река Угам – это наиболее крупный правый приток реки Чирчик. Протяженность русла реки Угам составляет около 69 километров.  Среднегодовой расход воды составляет ~ 21 м³/с. Половодье начинается в марте и длится до августа. Наиболее высокие суточные расходы воды наблюдались в апреле-августе. В многоводные годы суточные расходы достигали 177 м³/с, а в многоводные маловодные годы снижались до 54,5 м³/с.
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Рисунок 2.2.1. Красная кривая - Река Угам. Желтая линия - граница между Узбекистаном и Казахстаном

Ширина реки в среднем течении (урочище Бугунчалпек) составляет 20 м, глубина — 1,0 м, грунт дна каменистый. Ширина русла реки Угам в нижнем течении (выше посёлка Чарвак) составляет 23 м, глубина — 70 см, грунт дна – вязкий.  Средний уклон реки равен 34 м/км (рис. 2.2.2).
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Рисунок 2.2.2. Профиль рельефа реки Угам на территории Узбекистана

Русло Угама порожисто. Истоки реки расположены у гребня Угамского Хребта, в Толебийском районе Южно-Казахстанской области близ границы с Узбекистаном. Угам образуется в результате слиянием нескольких саёв родникового происхождения. 

На территории Узбекистана длина реки Угам составляет приблизительно 13.5 км. Для численного эксперимента мы взяли отрезок длиной в 2014 метров (рис. 2.2.3),  шаг по длине 
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, ширина русла реки Угам в нижнем течении (выше посёлка Чарвак) составляет 
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, постоянный коэффициент трения 
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Необходимо отметить, что в рассматриваемом отрезке реки нет притоков, по этой причине мы рассматриваем однородную систему уравнений.
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Рисунок 2.2.3. Отрезок реки Угам длиной 2014 м

Мы рассматриваем сток в речном режиме, поэтому значения 
[image: image684.wmf]*
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, 
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 должны удовлетворять неравенству 
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 будут принимать положительное значение (
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). Кроме этого, для стационарных решений имеет место равенство 
[image: image689.wmf]***

()()

HxVxQ

=

.  С учетом этих условий в качестве значений функций 
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Справедливости ради необходимо отметить, что в качестве функций 
[image: image692.wmf]**
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 мы должны взять стационарное решение уравнения Сен-Венана.
График 
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 будет выглядеть как (рис. 2.2.4)
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Рисунок 2.2.4. Графики стационарных решении
Соответственно функций 
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 после подстановки значений выбранных параметров примет следующий вид 
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Наклон (рис. 2.2.5) определяется как 
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Рисунок 2.2.5. Наклон дна реки Угам

Данные о возвышении дна над уровнем моря 
[image: image700.wmf]()
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на расстояние x, также ширина и долгота каждой точки  
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 переведенная на оси X и Y были получены с помощью программы Google Earth Pro. С 20 января 2015 года лицензию на использование Google Earth Pro можно получить бесплатно. Фотографии некоторых регионов имеют беспрецедентно высокое разрешение.
С помощью этих данных мы можем вычислить функцию угла наклона
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 реки Угам. 

У нас имеются значения функции 
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, измеренные в нескольких 67 точках 
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Например:
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Вычисленные значения наклона даны в таблице 2.2.1 ниже.

Таблица 2.2.1

	I
	Расстояние x
	Наклон С(x)

	0 
	1023
	0.0967906996

	1 
	1053
	0.0374505476

	2 
	1083
	-0.0140660786

	3 
	1113
	0.0328737669

	4 
	1143
	0.0167743443

	5 
	1173
	-0.0459178107

	6 
	1203
	0.0180668986

	7 
	1233
	0.1223635497

	8 
	1263
	0.0754289028

	9 
	1293
	-0.0898524941

	10 
	1323
	-0.0295789263

	11 
	1353
	0.0604048661

	12 
	1383
	0.0251894619

	13 
	1413
	-0.1047527138

	14 
	1443
	-0.0488819401

	15 
	1473
	0.055917141

	16 
	1503
	0.0943668171

	17 
	1534
	0.0594493642

	18 
	1564
	0.0236153489

	19 
	1594
	-7.1927446477e-4

	20 
	1624
	-2.4589917756e-3

	21 
	1654
	0.0494016613

	22 
	1684
	-0.0342925918

	23 
	1714
	0.0100985823

	24 
	1744
	3.3372747924e-3

	25 
	1774
	0.0612999728

	26 
	1804
	0.1117917228

	27 
	1834
	0.0179844939

	28 
	1864
	-7.6289577503e-3

	29 
	1894
	-0.0144266876

	30 
	1924
	-0.0288262671

	31 
	1954
	-0.0309299723

	32 
	1984
	-0.0165728561

	33 
	2014
	0.0157608512


Далее перед нами стоит задача наиболее точно определить функцию 
[image: image709.wmf]()
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 по заданным значениям 
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. Один из возможных подходов - прибегнуть к интерполяции сплайнами (рис. 2.2.6). Чем мы и воспользовались, и получили значения 
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 (рис 2.2.7) где 
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Рисунок 2.2.6. Блок-схема для интерполяционного кубического сплайна
Полученные результаты:
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Рисунок 2.2.7. График наклона реки. Красная линия после применения интерполяции сплайном. Синие точки значения наклона каждые 30 метров

В качестве начальных функций возьмём следующие функции:
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По теореме 2.2.1 в случае 
[image: image716.wmf]2014,
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 если параметры граничных условий 
[image: image717.wmf]01
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 принадлежат следующим интервалам
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тогда решение 
[image: image719.wmf]j
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 задачи (2.2.13) - (2.2.16) экспоненциально устойчиво в 
[image: image720.wmf]2

L

-норме. Для примера значения 
[image: image721.wmf]01
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 удовлетворяют этим условиям. Следовательно, по этим значениям вычислим значения соответствующих параметров граничных условий 
[image: image722.wmf]01

0.144,1.663.

kk

=-=-

 Для вычисления значения параметров 
[image: image723.wmf],

rs

 нам необходимо вычислить значения некоторых определенных интегралов. С этой целью воспользовались методом прямоугольников (рис. 2.2.8). 
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[image: image725]
Рисунок 2.2.8. Блок схема метода средних прямоугольников

Непосредственные вычисления показывают, что 
[image: image726.wmf]0.144,0.

rs

=-=


В этом случае L2-норма графически будет иметь вид (рис. 2.2.9):
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Рисунок 2.2.9. Значения L2 - нормы
При численном вычислении для реки Угам мы получили следующие значения для 
[image: image741.wmf](,),(,)
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 (рис 2.2.10)
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Рисунок 2.2.10. Численные значения 
[image: image744.wmf](,),(,)
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По приведенным выше данным также были проведены численные расчёты для периода времени 1 секунда, 5 секунд, 10 секунд, 60 секунд. 

В таблице 2.2.2. приведены экспериментальные данные, при которых был проведен расчёт с помощью явной разностной схемы. 

Таблица 2.2.2.

	№
	Длина L (метр)
	Время t (секунда)
	Количество шагов по длине M
	Количество шагов по времени N
	Шаг по длине
	Шаг по времени
	Время, ушедшее на вычисление (секунда)
	Номер рисунка

	1
	2014
	1
	4028
	50
	0,5
	0,02
	70
	3.1

	2
	2014
	5
	4028
	50
	0,5
	0,1
	70
	3.2

	4
	2014
	10
	4028
	200
	0.5
	0.05
	75
	3.3

	5
	2014
	60
	4028
	500
	0,5
	0,12
	98
	3.4
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3| 0467 0.538| 0.578| 0.587| 0.593( 0.596| 0.594| 0.591( 0.591
4| 0467| 0.522| 0.572 0.587| 0.593| 0.596| 0.594| 0.591| 0.591
5| 0467 0.509| 0.565| 0.586| 0.594| 0.596| 0.594| 0.591( 0.591
6| 0468 0498 0.557| 0.584| 0.594( 0.596| 0.595| 0.591( 0.591
7| 0468 0489 0.548| 0.581| 0.593| 0.597| 0.595| 0.592( 0.591
8| 0.468| 0.481| 0.539( 0.577| 0.592| 0.597| 0.595( 0.592| 0.592
9| 0468| 0474| 0.531 0.572| 0.591| 0.597| 0.595| 0.592| 0.592
10| 0.468| 0.469| 0.522| 0.567 0.589| 0.596| 0.595| 0.592( 0.592
11| 0.468( 0.464| 0.514| 0.561( 0.587| 0.596| 0.596| 0.593( 0.592
12| 0.468 0.46| 0.507| 0.555| 0.584| 0.595| 0.596| 0.593| 0.592
13| 0.468( 0.457 05| 0.548| 0.581| 0.594( 0.595| 0.593| 0.593
14| 0.468| 0.454| 0.494| 0.542 0.577| 0.593| 0.595| 0.593( 0.593
15| 0.468| 0.452| 0.488| 0.535( 0.572| 0.591| 0.595( 0.593
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6| 1.924 2.287| 2.509( 2.576| 2.573| 2.565| 2.568| 2.574| 2572
7| 1.923 2.248| 2.472| 2.562| 2.569| 2.564| 2.567| 2.573| 2.572
8| 1.923( 2.214| 2434 2.544| 2.564| 2.563| 2.566| 2.572| 2571
9| 1.923| 2.186| 2.397| 2.523| 2.557| 2.561| 2.566| 2.572 2.57
10| 1.923| 2.163| 2.362| 2.499| 2.548| 2.558| 2.565| 2.571 2.57
11) 1.922| 2.143| 2.329| 2474| 2.537| 2.555| 2.563 2.57| 2.569
12| 1.922| 2.126| 2.297| 2.447| 2.523 2.55| 2.562 2.57| 2.569
13] 1.922| 2.112( 2.268 2.42| 2.507| 2.543 2.56| 2.569| 2.568
14] 1.922 2.1 2.241| 2.392 2.49| 2.536| 2.557| 2.568| 2.567
15| 1.922| 2.089| 2.217| 2.365| 2.471| 2.526| 2.553| 2.566
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	Рисунок 2.2.11. Численное решение с помощью явной противопоточной разностной схемы расщепления по младшим членам в период времени 1 секунда.  a) численное значение высоты уровня реки; b) численное значение скорости реки; с) график численного решения высоты уровня реки; d) график численного решения скорости реки
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2| 0.468| 0.469| 0.584| 0.589( 0.595| 0.597| 0.596| 0.592| 0.592
3| 0.468) 0.446( 0.496| 0.591| 0.597| 0.599( 0.597| 0.594( 0.593
4| 0.468[ 0.441| 0.459( 0.522| 0.598 0.6| 0.598| 0.595| 0.594
5| 0.468 0.44| 0.447| 0.478| 0.544| 0.601| 0.599| 0.596| 0.595
6| 0.468| 0.439| 0.444| 0.459| 0.497| 0.559 0.6| 0.597| 0.596
7| 0.468) 0.439| 0.443| 0.453| 0.473| 0.513| 0.567| 0.598| 0.597
8| 0.468 0.44| 0.443| 0.451| 0.462| 0.484( 0.524| 0.572( 0.598
9| 0.468 0.44| 0.443 0.45| 0.459 0.47| 0.492| 0.533| 0.578
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13| 0.468 0.44| 0.443 0.45| 0.457 0.46| 0.461| 0.462| 0.471
14| 0.468 0.44| 0.443 0.45| 0.457 0.46 0.46| 0.459| 0.464
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15| 1.921| 2.033| 2.022 2| 1979| 1.968| 1.969| 1.976
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	Рисунок 2.2.12. Численное решение с помощью противопоточной разностной схемы расщепления по младшим членам в период времени 5 секунд. a) численное значение высоты уровня реки; b) численное значение скорости реки; с) график численного решения высоты уровня реки; d) график численного решения скорости реки
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11 1922 2.039| 2.052| 2.105| 2.212| 2.348| 2.464| 2.532| 2.554
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	Рисунок 2.2.13. Численное решение с помощью противопоточной разностной схемы расщепления по младшим членам в период времени 10 секунд. a) численное значение высоты уровня реки; b) численное значение скорости реки; с) график численного решения высоты уровня реки; d) график численного решения скорости реки
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13| 1921 2.033| 2.022 2| 1979| 1.968| 1.969| 1.974| 1.972
14| 1.921| 2.033| 2.022 2| 1979| 1.968| 1.969| 1.974| 1.973
15| 1.921| 2.033| 2.022 2| 1979 1.968| 1.969| 1.975
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	d)

	Рисунок 2.2.14. Численное решение с помощью явной противопоточной разностной схемы расщепления по младшим членам в период времени 60 секунд.  a) численное значение высоты уровня реки; b) численное значение скорости реки; с) график численного решения высоты уровня реки; d) график численного решения скорости реки


Вычислительный экперимент на Большом Алматинском Канале

Для вычислительного эксперимента взят отрезок из Большого Алматинского канала с начала длиной в 10 км (рис. 2.2.15).
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Рисунок 2.2.15. БАК 10 км

	Координаты
	Широта
	Долгота

	Начальная точка БАК
	43°27'11" С
	78°23'46" В

	10 км от начала БАК (расчетные)
	43°30'20.14" С
	78°19'30.58" В


1. Протяженность экспериментального участка БАК – 10 км (ПК 0 – ПК130).

2. Форма поперечного сечения - трапецеидальное.

3. Ширина по дну - 4,0 м.

3. Ширина по верху – 14 м.

4. Строительная глубина канала – 4.5 м.

5. Количество притоков - 16.7 км приток р. Шелек впадает в БАК. (на рассматриваемом участке нет притока)

6.Расход:

• Средний годовой расход воды – 25,0 м3/с.

• Максимальный годовой расход – 52.0 м3/с.

• Минимальный годовой расход - 5м3/с.

• Среднемесячные расходы воды по «БАК им. Кунаева»: май – 19,6 м3/с, июнь – 29,0 м2/с, июль – 52,0м3/с, август – 50,0м3/с, сентябрь – 18м3/с.

7. Рельеф реки (рис. 2.2.16):
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Рисунок 2.2.16. Рельеф БАК

• Рельеф БАК, Уклоны – среднее 1,5% на данном участке.

•Высоты (над уровнем моря): ПК 0 -845 м, ПК130 – 787 м (среднее - 816м).

Точные данные по рельефу даны в приложении 1.

8. Скорость течения:

• Средняя скорость течения - 2,5 м/с.

• Максимальная скорость течения 5,0 м/с.

9. Высота течения:

• Средняя высота - 2,5 м.

• Минимальная высота – 0,5 м.

Мы рассматриваем сток в речном режиме, поэтому значения 
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 будут принимать положительное значение (
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). Кроме этого, для стационарных решений имеет место равенство 
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. С учетом этих условий в качестве значения функций 
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Справедливости ради необходимо отметить, что в качестве функций 
[image: image770.wmf]**
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 мы должны взять стационарное решение уравнения Сен-Венана.
С помощью данных полученных из GoogleEarthPro мы можем вычислить функцию угла наклона
[image: image771.wmf]()
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 канала БАК. У нас имеются значения функции 
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, измеренные в нескольких 335 точках 
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 на каждом узле 
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, можно вычислить с помощью разностного отношения:
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Например,
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Далее перед нами стоит задача наиболее точно определить функцию 
[image: image778.wmf]()
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 по заданным значениям 
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. Один из возможных подходов - прибегнуть к интерполяции сплайнами. Чем мы и воспользовались, и получили значения 
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Для корректной постановки задачи следует задать начальные данные по всей длине исследуемого участка русла:


[image: image781.wmf]1020

()1,()1.

yxyx

==


При расчётах неустановившегося течения в русле Большого Алматинского канала рассматривается только докритическое течение 
[image: image782.wmf](1)
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, требующее задания по одному граничному условию в верхнем и нижнем концах рассматриваемого участка. 

По теореме 2.2.1, в случае 
[image: image783.wmf]10000,

L

=

 если параметры граничных условий 
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 принадлежат следующим интервалам
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тогда решение 
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 задачи (2.2.13) - (2.2.16) экспоненциально устойчиво в 
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-норме. Для примера значения 
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 удовлетворяют этим условиям. Следовательно, по этим значениям вычислим значения соответствующих параметров граничных условий 
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 Для вычисления значения параметров 
[image: image790.wmf],

rs

 нам необходимо вычислить значения некоторых определенных интегралов. С этой целью воспользовались методом прямоугольников. Непосредственные вычисления с помощью метода прямоугольников показывают, что 
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Ниже приводим график численного решения:
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Рисунок 2.2.17. График численного решения изменения высоты уровня воды
Первый график Рисунка 2.2.17 показывает высоту воды по всей длине рассматриваемого участка. Второй график – рельеф рассматриваемого участка.
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Рисунок 2.2.18. График численного решения изменения горизонтальной скорости воды 
Первый график Рисунка 2.2.18 показывает высоту воды по всей длине рассматриваемого участка. Второй график – рельеф рассматриваемого участка.

Численный эксперимент проведен на компьютере с характеристиками: 

	1
	Процессор
	AMD Ryzen 9 3950X 16-Core Processor

	2
	Количество ядер
	32 поточный 

(16-физических, 16-виртуальных)

	3
	Оперативная память (ОЗУ)
	64 ГБ

	4
	Видеоадаптеры
	NVIDIA GeForce RTX 3090

	5
	Операционная система
	Windows 10 Pro

	6
	Программа
	Mathcad 14


2.3 Явно-неявная противопоточная разностная схема для начально-краевой задачи для двумерной симметрической гиперболической системы

Подраздел посвящен получению численного решения для смешанной задачи двумерной гиперболической системы, которая характеризуется наличием диссипативных граничных условий, изменчивыми коэффициентами и включением второстепенных членов. Излагается подход, основанный на методе расщепления, представляющий собой ключевую стратегию для аналитического рассмотрения многогранных задач в области математической физики. Этот метод предполагает декомпозицию исходной задачи на ряд подзадач с более простой структурой, что способствует построению эффективных и экономичных алгоритмов.

Разработанная техника расщепления позволяет рассматривать каждый этап вычисления независимо, минимизирует требования к одновременному выполнению критериев аппроксимации и стабильности, что увеличивает гибкость и возможности настройки метода. Особенно ценной является способность метода адаптироваться к сложным многомерным ситуациям без потери эффективности и точности.

Подраздел также акцентирует внимание на важности экономичности вычислительных схем, где экономичность оценивается через минимизацию вычислительного времени. Это не просто способ сокращения затрат на вычисления, но и критический фактор, позволяющий реализовать численные методы в практических приложениях.

Уделяются значительное внимание изучению устойчивости предложенного численного метода, применяя теорию Ляпунова для разработки устойчивых алгоритмов и гарантии их надежной работы. В контексте гиперболических уравнений, где характеристические скорости могут изменяться в зависимости от координат, исследование устойчивости становится особенно актуальным.

Представлен детальный анализ линейной симметричной гиперболической системы с определенными начальными и граничными условиями, что позволяет формализовать поставленную задачу и детально рассмотреть механизмы ее решения и стабилизации. Этот подход не только углубляет понимание работы гиперболических систем в различных условиях, но и обеспечивает фундаментальную основу для последующих исследований в данной области.

В работе [64] можете найти многомерную начально-краевую задачу для гиперболических систем.

В работах [52,65] изучены вопросы экспоненциальной устойчивости численного решения смешанной задачи для одномерной гиперболической системы.

Стоит отметить, что многие исследования [66-68] направлены на изучение устойчивости разностных методов для гиперболических систем. Но во всех этих работах устойчивость анализировалась через диссипативные энергетические интегралы, и из результатов этих исследовании не следует экспоненциальная устойчивость численных решений. 

В [70-74] изучено вопросы устойчивости решений начально-краевой задачи для гиперболических систем с использованием метода функции Ляпунова.

Задачи управления и теория устойчивости применяются при изучениях различных явлении в химии и биологии [76, 77], а также в бифуркационном анализе и стабильности моделей нейронных сетей [78, 79].
В работах [80-82] при исследовании экспоненциальной устойчивости систем дифференциальных уравнений с памятью используются метод Ляпунова.
В нашем случае, характеристические скорости 
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 и всегда положительное. А совокупность функции 
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Дано гиперболическая система следующего вида:
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 (2.3.1)

здесь 
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 – заданная симметричная, положительно определённая матрица; 
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Начальные условия для (2.3.1):
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 - прямоугольные матрицы размерности 
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и при 
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где 
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и с граничными условиями при 
[image: image821.wmf]0

y

=

 


[image: image822.wmf][

]

[

)

(,0,)0,0,,0,

xtxXt

=ÎÎ+¥

v

             

                (2.3.5)

Предположим, что компоненты вектора функций начальных данных 
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 удовлетворяют условию совместимости:
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Здесь 
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Значения численного решения в точках сетки представим выражением:


[image: image837.wmf](

)

(),,,1,,;0,,;0,,;0,,.

ijlijl

vvxytinjJlL

kk

kK

=====

KKKK


Определим шаги разностной сетки как 
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Предположим, для простоты изложения, что матрица С является диагональной матрицей
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Исходная система (2.3.1) аппроксимируется следующем образом:
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Предлагаемая сетка называется противопоточной явно-неявной разностной схемой расщепления по направлениям

А в качестве исходных данных возьмем точное значение начальных функций (2.3.2) в узловых точках исходного слоя по времени:
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        (2.3.9)

Аппроксимация граничных условий (2.3.3) – (2.3.4) будут иметь первый порядок точности:
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(2.3.10)

Граничные условия (2.3.5) аппроксимируются так
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       (2.3.11)

Наша цель - доказать, что разностная задача (2.3.7) - (2.3.11) экспоненциально устойчива.

Для начала нужно определить критерии, когда разностная задач (2.3.7) - (2.3.11) считается экспоненциально устойчивым.

Определение. Численное решение предложенной разностной схемы (2.3.7) - (2.3.11) называется устойчивым, если константы 
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 что для любой начальной вектор функции 
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а полученное решение удовлетворяет неравенству:
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Здесь 
[image: image853.wmf](

)

2

;

n

h

l

W

R

- дискретное пространство 
[image: image854.wmf]2

l

, и представляет собой семейство последовательностей сеточных вектор функций вида 
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Для доказательства экспоненциальной устойчивости численного решения (2.3.7) - (2.3.11), воспользуемся дискретной квадратичной функции Ляпунова:
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где


[image: image858.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11

2

11

11

11

2

11

11

11

2

11

11

,1,;

,1,;

,1,;

LJ

yi

xi

iliji

jl

ii

lj

lj

i

LJ

yi

xi

iliji

jl

ii

lj

lj

LJ

yi

xi

iliji

jl

ii

lj

lj

i

yi

i

l

yxeevim

ca

L

yxeevimn

ca

yxeewim

ca

W

yx

c

k

k

k

k

k

m

m

m

m

m

m

m

--

--

==

--

-+

==

--

--

==

ì

éù

DD=

ï

ëû

ï

ï

=

í

ï

éù

DD=+

ï

ëû

ï

î

éù

DD=

ëû

=

DD

åå

åå

åå

(

)

(

)

11

2

11

11

,1,;

LJ

xi

iliji

jl

i

j

lj

eewimn

a

k

m

--

-+

==

ì

ï

ï

ï

í

ï

éù

=+

ï

ëû

ï

î

åå

               (2.3.12)
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Здесь 
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 – положительные постоянные, подлежащие определению.

Через 
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 обозначаем множество вещественных матриц размерности 
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где 
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 обозначает множество диагональных 
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 действительных матриц со строго положительными диагональными элементами, 
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 следующую составную матрицу, состоящую из граничных матриц 
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А теперь сформулируем следующую основную теорему об устойчивости

Теорема 2.3.1. Пусть функция Ляпунова определена, 
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 положительно, и матрицы параметров 
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 подчиняются неравенству 
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 разностной задачи экспоненциально устойчиво в 
[image: image881.wmf]2

L

-норме.
Исследуем разностное уравнение (2.3.7) в сочетании с граничным условием (2.3.11). Предположим, что интервалы дифференциальной сетки соответствуют условию КФЛ:
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(2.3.13)

Лемма 2.3.1 Пусть выполнены условия (2.3.13). Тогда для решения разностной схемы (2.3.7) справедливо неравенство

 
[image: image883.wmf](

)

(

)

(

)

11

22

11

1

11

,1,.

LJ

kk

iixi

yiilijii

jljl

i

j

lj

WL

xeevvim

ta

kk

m

m

--

--

-

==

-

ìü

éùéù

£D-=

íý

ëûëû

D

îþ

åå

  (2.3.14)


[image: image884.wmf](

)

(

)

(

)

11

22

11

1

11

,1,.

LJ

kk

iixi

yiilijii

jljl

i

j

lj

WL

xeevvimn

ta

kk

m

m

--

-+

-

==

-

ìü

éùéù

£D-=+

íý

ëûëû

D

îþ

åå

  (2.3.15)

Доказательство. Обозначим через  
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(2.3.16)

С учетом вышеприведенного обозначения (2.3.16) разностную схему (2.3.7) можно записать в виде:


[image: image887.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

iiijii

jljljljl

wvvv

kkkk

r

-

éù

=--

ëû

        

  (2.3.17)

Учитывая форму записи (2.3.17) разностной схемы (2.3.7), получим следующее выражение для  
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В правой части выражения для 
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  подставляя значения  
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Из последнего, с учетом (2.3.16) имеем 
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получаем (2.3.14). Аналогично доказывается неравенство (2.3.15).

Лемма 2.3.2 Пусть выполняется граничное условие (2.3.11). Тогда справедливо равенство
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        (2.3.18)

Доказательство. С помощью формулы разностного дифференцирования получим 
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        (2.3.19)

Доказательство первого равенства вытекает непосредственным суммированием с учетом граничного условия (2.3.11). Для доказательства второго равенства используем следующую цепочку равенств c точностью до
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Лемма 2.3.2 доказана.

Из Леммы 2.3.2 с учётом равенства (2.3.19) получим
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или
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 (2.3.20)

Поступая аналогично, как и выше, можно получить следующие неравенства в случаях 
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   (2.3.21)

Суммируя соответственно левые и правые части неравенства (2.3.20) и (2.3.21) получим
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     (2.3.22)

Лемма 2.3.3. Для любого решения разностных уравнений (2.3.8) выполняется следующее неравенство
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Здесь   
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Доказательство. Обозначим через 
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 для первых m разностных уравнений схемы (2.3.7). Тогда первые m разностные уравнения схемы (2.3.7) примут следующий вид:
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Умножая обе части уравнения (2.3.24) на 
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 (2.3.25)

Преобразуем отдельно каждый из слагаемых разностных уравнений (2.3.25) следующим образом:
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Отметим, что эти равенства доказываются непосредственной проверкой.

С учетом этих преобразований (2.3.25) можно представить следующем виде:
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Последнее тождество представим в следующем виде:
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(2.3.26)

где
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Рассмотрим возможные следующие случаи:

1) Случай 1: 
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Применяя это неравенство для 
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Во втором случае 
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где
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Следовательно, справедливо неравенство 
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Учитывая этот факт для 
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ijl

V

 вместо равенства, имеем следующее неравенство
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Применяя это неравенство для 
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Из неравенств (2.3.27) и (2.3.28) следует неравенство (2.3.23) и, следовательно, доказательство Леммы 2.3.2.

Согласно лемме 2.2.3 для каждого 
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 имеем неравенства (2.3.23). 

Суммируя по i от 1 до m соответствующие левые и правые части неравенств (2.3.23) получим:
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Для удобства используем матричную форму записи неравенства (2.3.29):
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где
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Аналогичным образом легко можно получить следующее неравенство для 
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Здесь  
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Представим неравенство (2.3.31) в матричной форме:
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где 
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(2.3.32)

Лемма 2.3.4 Справедливы следующие равенства
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Доказательство Леммы 2.3.4 проводится аналогично доказательству Леммы 2.3.2. 
Лемма 2.3.5 Пусть выполняются условия теоремы 2.3.1 Тогда справедливы следующие неравенства 
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Здесь 
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Доказательство. Докажем неравенства (2.3.33). Пусть 
[image: image949.wmf]min
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. Тогда с учетом первого равенства Леммы 2.3.4 из неравенства (2.3.29) имеем:
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Аналогично с учетом первого равенства Леммы 2.3.4 из второй части неравенства (2.3.29) при 
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 имеем (2.3.31).

Переходим к доказательству неравенства (2.3.34). Пусть 
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. Тогда с учетом второго равенства Леммы 2.3.4 из неравенства (2.3.31) имеем:
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Пусть теперь 
[image: image954.wmf]max
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. Аналогично с учетом второго равенства Леммы 2.3.4 из второй части неравенства (2.3.31) имеем:
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Лемма 2.3.5 доказана.

Введём следующие обозначения:
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Параметр 
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 выбираем таким образом, что 
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. Тогда справедлива следующая Лемма 2.3.5.

Лемма 2.3.6. Пусть выполняются условия теоремы. Тогда справедливо следующее неравенство 
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где 
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Доказательство. Используя неравенства для квадратичных форм 
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Очевидно, что после подстановки значения величин 
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Правая часть выражения 
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 состоит из двух квадратичных форм. Используя граничные условия (2.3.10), вычислим первую квадратичную форму правой части 
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С учетом последнего преобразования выражение 
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Далее воспользуемся неравенством 
[image: image977.wmf]22

1

2

pqpq

g

g

£+

 верного для любых 
[image: image978.wmf],

pq

  и 
[image: image979.wmf]0

g

>

.


[image: image980.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

111

111

IIIIII

III

11

1

111

111

111

III

IIIIII

11

1

111

1

2,,,

JJ

J

JJJ

kkk

kkk

kkk

kkk

g

g

+++

+++

++

+

+++

+++

--

-

--

-

---

æöæö

æ

éùéùéù

éùéùéù

ç÷ç÷

ç

êúêúêú

êúêúêú

£+

ç÷ç÷

êúêúêú

êúêúêú

ç÷ç÷

êúêúêú

êúêúêú

ëûëûëû

ëûëûëû

è

èøèø

μsvμsvsv

ψμψψ

μrvμrvrv

ψμψψ

.

ö

÷

ç÷

ç÷

ø


Тогда для выражения 
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 (2.3.36)

Для третьей квадратичной формы правой части (2.3.36) справедлива следующая оценка 
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(2.3.37)

Здесь, как отмечено выше, через 
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 обозначено максимальное собственное значение диагональной матрицы 
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 (см формулировку Леммы 2.3.6).

Согласно предположению теоремы выполняется условие диссипативной граничных условий 
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. Поэтому (см. определение диссипативной [65]) существуют строго положительно определенные диагональные матрицы 
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В (2.3.36) выбирая параметры 
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, удовлетворяющих краевым условиям (2.3.10), имеем
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(2.3.38)

Здесь
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Рассмотрим выражение квадратичной формы 
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Так как 
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 остается строго отрицательно определенной квадратичной формой при достаточно малом 
[image: image1007.wmf]0

n

>
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 на решениях системы (2.3.7) - (2.3.11) имеем следующие цепочки неравенств:
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Отсюда в силу (2.3.38) легко следует справедливость оценки (2.3.35). Лемма 2.3.6 доказана.


Неравенство (2.3.35) представим в виде
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     (2.3.39)

где
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Заметим, что 
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. Тогда согласно лемме работы [62] (дискретная версия Леммы Гронуолла) справедливо следующее неравенство:


[image: image1015.wmf]0

1

.

k

kki

i

LL

k

aba

-

=

£+

å

                 


 (2.3.40)

Необходимо заметить, что при достаточно малых 
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С учётом этого равенства из (2.3.40) получим следующее неравенство
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       (2.3.41)

Здесь
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Введём в рассмотрение матрицы
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и положительные числа 
[image: image1023.wmf]1
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  и 
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, которые определяются по формуле:
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где 
[image: image1026.wmf]E

 - единичная матрица. Тогда в силу наложенных условий на данные задачи имеем:
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Отсюда из (2.3.41) следует, что 
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Следовательно
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Таким образом численное решение 
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 смешанной задачи (2.3.7) - (2.3.11) устойчиво по Ляпунову в 
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-норме. 

Следовательно, если 
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, тогда решение разностной задачи (2.3.7) - (2.3.11) устойчиво по Ляпунову. Теорема 2.3.1 доказана.

Заключение

По результатам диссертационного исследования можно сделать следующие выводы:

В первом разделе изучены вопросы корректности начально-краевых задач для гиперболических уравнении с памятью.

Доказана теорема существования и единственности решения задачи Коши для уравнения гиперболического типа с памятью в виде интегрального оператора Вольтерра. Найдены условия для начальных данных и правой части уравнения, при выполнении которых доказана корректность задачи. Аналогично, доказаны корректности других локальных задач.

Далее, сформулирована и доказана теорема существования и единственности решения начально-краевой задачи для уравнения гиперболического типа второго порядка с памятью в криволинейной полуполосе. Найдены условия для начальных и граничных данных, при выполнении которых доказана корректность поставленной начально-краевой задачи.

Доказан разрешимость модифицированной задачи Коши для гиперболического уравнения с двумя линиями вырождения разного порядка. С помощью метода Римана строится решение этой задачи в явном виде внутри характеристического треугольника.

Второй раздел посвящен к исследованию устойчивости численных решении начально-краевой задачи для гиперболического уравнения.

Для гиперболического уравнения с памятью с применением неявной схемы построено приближенное решение начально-краевой задачи. Получена априорная оценка решения и доказаны его устойчивость по начальным данным и правой части уравнения. Доказана сходимость приближенного решения к решению исходной дифференциальной задачи, определен порядок сходимости построенных вычислительных схем. Предложенная неявная разностная схема имеет свои преимущества и могут быть использованы в зависимости от конкретных целей и характера исследования. 

Рассматривается система уравнений Сен-Венана, которая в канонической форме можно привести в систему гиперболических уравнений. Предложена противопоточная явная разностная схема для численного решения начально-краевой задачи для систем гиперболических уравнений в одномерном случае. Сформулировано определение экспоненциальной устойчивости предложенной разностной схемы. Построена дискретная функция Ляпунова. Найдены условия для начальных и граничных данных, при выполнении которых доказана экспоненциальная устойчивость для 
[image: image1034.wmf]2
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. Вычислительные эксперименты проведены на реке Угам (в отрезке 2014 м) и Большом Алматинском канале протяженностью 10 км. Этапы проведения эксперимента описаны полностью, а алгоритмы вычисления демонстрировано ввиде блок-схем.
Предложена противопоточная явно-неявная разностная схема расщепления по направлениям для получения численного решения начально-краевой задачи для двумерной гиперболической системы с диссипативными граничными условиями с функциями управления. Основная идеей данного подразделе состоит в сведении сложной начально-краевой разностной задачи к последовательному решению начально-краевых разностных задач более простой структуры, которые позволяют строить простые гибкие, экономичные разностные схемы. Расщепление выполняется в направлениях x и y. В направлении y используется явная противопоточная схема, а в направлении x используется неявная. В результате получается новая разностная противопоточная схема с расщеплением. Этот вид разностной схемы рассмотрена и исследовано, впервые. Сформулировано определение экспоненциальной устойчивости предложенной разностной схемы. Построена дискретная функция Ляпунова. Получены достаточные условия экспоненциальной устойчивости численного решения. Получена априорная оценка для численного решения начально-краевой разностной задачи, позволяющая оценить численное решение через функции начальных данных и функций управления в граничных условиях. Эта оценка утверждает непрерывную зависимость численного решения от функций управления в граничных условиях и позволяет управлять гиперболической системой.

Учитывая преимущественно теоретический характер данных исследования, нашей основной задачей было установить достаточные условия устойчивости для предложенных разностных схем. В предстоящих исследованиях будем применять разработанные разностные схемы к более практическим задачам.

Результаты этих исследовании могут быть применены для решения более общих классов уравнении и систем гиперболического типа, и использоваться при решении конкретных прикладных задач.

Результаты, полученные в ходе выполнения диссертационного исследования опубликованы в 12 работах, из них 3 [49, 83, 84] изданы в высокорейтинговых международных журналах, входящих в базу данных Scopus и Web Of Science, 3 [56, 59,85] статей в научных изданиях, утвержденных КОКСНВО МНВО РК, 5 тезисов [86-90] в материалах Международных конференций, 1[91] монография.
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